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EXERGIGES 


t)\<: 


MATHEMATIQUES 


AVERTISSKRENT. 


(lot Ouvrage so oomposera d’unc suite (Particles sur les difterentes 
parlies dos Sciences mathomatiques. II paraitra par livraisons qui se 
succdderont a dos epoques peu eloignecs l’une de l’autre. Dans ces ar- 
ticles, on so propose do passer et* revue les divers es branches d’Ana- 
lyso, d’eelaircir les diffieultes qu’ellcs presentent et d’offrir de nou- 
velles mot, bodes, it I’aide dcsqucllos on puissc traiter plus facilement 
des questions dojk resohtes, ou resoudre celles qui ne l’etaient pas 
encore. Los prinoipales applications de ces metliodes seront relatives it 
la Physique, a la Meennique et it la Theoric des nombres. Parmi les 
objets qui seront traitos dans les Exoreices, on peut dbs a present in- 
diquer : 

line formula qui fournit immediatement unc limite de la plus petite 
difference ontro les raeincs d’unc equation numerique, sans que 1’on 
soil oblige de recourir kl’cquation aux carres des differences; 

La th6orie des moments lindaires, servant a simplifier l’enseignement 
de la Mdeanique rationnelle; 

line mdthode k I’aide de laquelle on peut intdgrer par approxima- 
tion des equations diffdrentielles de forme quelconque, en determinant 
les limites des erreurs commises; 
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AVKKT1SSKMKYI'. 


Line nouvclle theorie du contact des rourbes ot des surfaces : 

La theorie des inlogralos dblinies t‘l la recherche de form tiles gene- 
rates qui fount issoiil los valours des integrales dbtitiios dbjii ninuuos el 
d’un grand ltombre d’aulrrs; 

La resolution des equations nuineriques paries integrates defmies; 

L'intbgration <!<*« equations aux differences parlielles lineaires ou 
non lineaires ; 

Kotin no nouveau ealcul, designc sous le imm de ralcul t/<s trsMus. 
et i[ui sort it sounner la serin de Lagrange aver d'autres series du mettle 
genre, ainsi qu’si blahlir des lormules nouvelles, relatives, suit a la 
determination des integrales definirs, suit ii la soiumation des suites 
ou it revaluation des prod nits composes d’un nonibre iniiui de fae- 
teurs. 

A la dorniere iivraison de ehaijtie auitee sera jointe utte Table ties 
maliores. 



SDR I/ANALYSE 


DES SECTIONS ANGULAIRES. 


Depuis quelquo temps, les geometres se sont propose <le r6soudre les 
didieulles quo pouvout offrir plusieurs formules relatives aux sections 
angulaires. Cos memos difficultcs se trouvant aussi resolucs par les 
melhodes quo j’ai donnoos dans le Traiui d’ Analyse, publie en 1821, 
j’ai pense qu’on no vomit pas sans interet une indication sommaire de 
ees melhodes, el des a vantages qu’on pent on retirer. 

Les expressions quo I’on rencontre dans la theorie des sections an- 
gulaires soul do deux ospeeos. Les lines admeltcnt desvaleurs multi- 
ples : tels sont les logaritlnnes et les puissances fractionnaires des 
quantiles negatives et des expressions imaginairos. D’autres n’admet- 
f out. qu’une seule valour : tels sont, le plus ordinairement, les deve- 
loppements on series. Quelquefois, parmi les valeurs multiples qu’une 
expression presente, on rencontre une valour particuliere qui merite 
d’etre remarqueo. 11 m’a para ndeessaire de distinguer dans la nota- 
tion eette valour particuliere de loutes les autres, afin d’evitcr la con- 
fusion quo pourrait introduire dans le calcul l’emploi de la m6me nota- 
tion pour des usages divers. C’est pour cette raison quo j’ai propose 
d’on tourer de doubles traits ou de doubles parentheses les quantites 
comprises dans des fonctions qui admettent des valeurs multiples; 
d’indiquer, par cxcmple, par 

(1) /((ffl + tq/^ 7 )) ou ((« -+- b y/”)) 1 * 

l’un quelconquo des logaritlnnes de l’expression imaginaire a-\-b\j—i, 
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srit i/v\ vi.\ sic 


ou I’iiius do sos puissances fraetionitaires du dejjre >>. <■ ; et <)«• re 

soever los isolations 

(3) /[it ! />\ r, it , /»y 1 

pour indiquor un soul do cos logarilhmes, oti line smile do res puis 
sanoos. Rnlrons, ii eosujel, dans quelques details. 

Si 1’on desi^no par r la raeine earree positive de tt' • h ! , cl par 0 
oolui dos arcs, oompris outre los limites qui a pour latmenle 

lo rapport on aura gdndrulement, pourdes valours positives de tt. 

/((«-!■ />V'' -l)) /(/•) ! 't\ l : (lit.,, 

((a l-fty' ••• * ))**" /•l‘{eoso(t < y 1 mov'i.i* i ; 

tundis qa’on aura, pour dos valours neuathes do a, 

^ ( f (('> l-/n r ">)) l(r) i I . ,»>. 

((« I- Ay/ i))' 1, i y 1 sin yv, 1,1 1 , •?'» 

Or, parmi los valours multiples de /({ 1 i| en est tme qui uierite d'etre 
remarqudo, savoir la valour reelle 



/ill tt, 

qu il est natural d’indiquer it I’aide de parentheses simples, he meiue, 
parmi los valours multiples de ((i)'j‘‘. il en enisle tine qn’il est ele- 
ment naturel d’indiquor ii l’aido de parett theses simples, savoir | a va- 
lour reelle 

il* -1. 

Oela pose, si l’on convient do mluire ii la fois, dans les deux niemhres 
de chacunc des formulcs (3), los parentheses doubles a des parentheses 
simples, on obtiondralos formulcs 


( 5 ) ( *(«■+• ft v£“ i) /(/•J-t Oy/ ' i, 

(a -h ft ,)i* -i, rs( cospO e y i sin p0), 

qui serviront a d^finir les expressions ( 3 ), mais seuioment pour des va- 
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lours positives do lit oonstante a. II cst important de remarquer que 
ebaeune dos equations (5) conlimiera de subsister si Ton change, dans 
I os deux moinbros, lo signodo yj— i. 

Dsms lo oas oil a est negalif, les valeurs des expressions /((— r)) et 
((-■- i))<\ eomprisos dans les seconds membres des formules (4), sont 
toutes imaginaires, et l’o» ne voit aucune raison pour appliquer la no- 
tation /( i) ou (-- • i)i A it 1’une do cos valeurs plutot qu’a l’autre. On doit 

done- alors abandonner les notations l{a-+-b\j— i), (a-f-6y/— i) 1 *, ainsi 
quo les notations /( — i) el (— t)'\ 11 y a plus : l’emploi de ces notations 
ollrirait un grave inconvenient. En effet, admettons, pour un instant, 
la notation (— i) 1 * comiuo represenlant la plus simple des valeurs de 

(( i))<\ savoir 1’expression imaginaire cos|jot -+- yj— i sin gw; et sup- 

posons quo la definition do ( a b\[— if sc deduise des formules (4), 
(jitand a devient negalif, coniine elle se deduisait des formules (3), 
quand a etait posilif. On aura 

(tt | /•!*•( cos fifl ■+• sin ) (cosf«r-t-\/— •* s i n f/.rr ) ; 

et eette derniere Equation dovra subsisler en me me temps que la se- 
eonde des formules (/>), quand on supposera a = o, b = — i. Par suite 
on sent force d’admetlre it la (bis les deux equations 

( .yCrj )<*•.•:„ eos^y — - i sin^~) 

(~~ (^-m ^ H- \/“.sin^ (coSf»r-4-\/— i sin /X7r), 

dont la premiere exelut 6vidcmment la seconde. 

Les notations 

l (« H- >> — • ), (« •+• b \f~ 1 ) ,t > 

restreintes, comine on vient de lo dire, aucas oil a est positif, jouissent 
d’uno proprioto trlss remarquablc ( voir V Analyse algebnque, Chap. IX, 
et les 37° ot 38* Lemons da Calcul infinitesimal). Cette propriety consiste 
on ce que les series convergenlcs, qui fournissent les d6veloppements 
dc l (a -+■ b) et de ( a A- bf , quand b* est inftrieur h a\ repr^sentent. 



IV 


Sl it 1 /VN MASK 


oneoro les devoloppomonls do i b\ i fide a */>\ t ,| ans 
lo eas oh I’on mnplaro b par l>\ i. I .os deux expressions i, lumi- 
naires 

/(</ I- h\ i » */ i h\ * 


son!., pa rm i los diverse* valours do/ v ;// • h\ i «•* «l** <i ; i,\ i l'\ 
les scales qui jouissonf do oolto propriole. Do plus, minute mi a jjdne- 

i alomo.nl, on posanl * sx |J, 


j l{" 'H b\ i) /< </ 1 i / * j It y I , 

( {(> h\ I /* tt'.' i i II ^ i ", 


'I 08l clnir qu’on pouf, so eonfouler detahlir la propriete on tjuestiuu. 
pour lo cas oft l’on stipposo la eunslnnlor; reduite it I’utiilo, aiioi tjuf 
jo l’ai fait dans V Analyse al^rbriijuv. 

Jo vais mainlonanl rappolor on pon do nods quelijue* appliratious 
dos poinoipos oi-dossus exposes. of quriquos-mios dos ftiriiMilrM ;mx- 
(juollos ils oomluisonf. 


Los 6«|iialions quo I’on reiioontre dans I’analyse dos sootiuns 
laioos soul do doux ospooos. Dans queltjues-uiios d’oitfro olios, oliaijiio 
inomhro a dos valours mulfiplos. Co soul Jos equations los „min* 
oisos; oar ehaque oqualion do oolfo ospooe ittdii|tio sonloniout ,]uo I'utio 
dos valours du premier momhro ost egale it |*i,i,e dos valours du .so- 
< ond. On pout oitor oomino examples los forutulos I ■ of j V, Uaus d‘au» 
Ires equations, lo sooond momhro a uno valour delerminee. Alars it 

aurait nul avanlago a plaoor dans lo promior momhro xpiv s d ..it 

dont lcs valours soraionl mulliplos; oar eo soraif inditpifr ou .juohjiir 
«orte qu’on no sail pas quollo ost oollo ties valours .in promior „,t.„il,ro 

qui do.t Mr* egalee au second. On sent done ai«rs la iieeessilr 

plover dans lo premier momhro uno notation qui no puisao ^interpreter 
que d uno soulo manihre. On romplira also, no, a ootto 
adoptanl les notations ci-dossus mentiomtfos. Ainsi, par ovomplo. on 
designant par / un arc quetoonque, par ;* turn quantile quolconquo. 
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pai* s un<! autre quantile comprise entre los limites - i, -hi, eniin 
par 


s ~ arc tan# 


5 sin ^ 

H- 5 COS 7 


till arc. renferme onUo les limites on trouvera (m> {'Ana- 

lyse a/gc'brir/uc, pages el, ai)G), 

i -I- Y -(«'•<>« ^ -I- V ••< Kill/)-!- ~ 2 ( cos a / 4 - sin 3 / ) -f- . . . 

W * j 1 * * 

( • ... | r I- .-(cos/ -h v' — i' sill/)] 1 *, 

ou, ce qui revient au inline, 

i i ■ j ( cos / -| - \! ■ i sin/) ■+• — — z i ( cos ;i / 4- y/ — i sin a /)-+-.. . 

j* 

..• (i .|" usees/ | 5’)* (e. 0 Kfi.v-|- — i sin/u.v). 

On eonclut aisdment de requalion (7) 011 (8) quo la fonnule connuo du 
liindine, savoir 

*)'• 

subsislo pour lies valours qneleonques de p, non seulemcnt dans le eas 
oil x ol y soul dcs quantiles reel les dent la premiere est positive, mais 
encore dans le eas oil x e( y sont des expressions imaginaires, dont la 
premiere a pour parlie reelle une quantile positive. On etaldirait avee 
la memo facilite los tommies 


(<)) {■>' I- ,>•)!* ' ' .I*!*- 1- u.rS y ■ 


£ (±; 

1 . 


■0 


rt*- _|_ . 


, .= xV-( 


i + 



(•«*) 

(11) 

(<«) 


/| 1 -I 5(eos< -i- v~Tsin/)| 

i(eos/ ■+■ sin/) — ~ (cosaf 4 - \/— 7 sins/) 4- . 

j / ( i 4 - a a cos / 4- 3 s ) 4 - (arc tang y'-*’ 

( rs s( cos / 4 - y / ~7 sin /) — ..., 



1(j SliK L’AMI.ISK 

qui subsistenl dans I (*m lnomas hypothasas qua it’s ions ~ ■, i H , t*i 
(q), ol dont la soeomla ast la formula ~ du Lbap. IX do 1 Ana- 

lyse algebrique. 

Parmi las formulas relatives aux saalious angulairas. las geomotros 
out remarque callas qui fournissanl las doveloppoments tla ons;».s al da, 
sings, suivant las )missanaas asaandanlas uii dasaaiidautas da sins, 
cos z ou tangs, ainsi qua las daveloppeinents das puissances da sinus 
at do cosinus, an foliations das sinus ou aosinus d’aaas multiples. Nous 
nous bornerous a presenter iei quelques reflexions sur aliaauna da aas 
I or mules. 

Soicnl (x tine quantilti qualaonqua at z mi ara cuuipris antra las h- 
mites — -I- Los valours da cos;/.; at da si no. 3 sa developperout 

an foliations dt‘S puissances asaandantas da sins par las formulas 


| COS [J.Z 

1 

A 4 . .. , 1 g 

Sill* 3 1 * • ‘ 

. U l,M. 

, ... 

*•■1 


COS 5 

g* I . 

1 - Slll’i 

1 .» 

l?/ 1 . k t 

■ ; ♦ Mir; 

Sill (J.Z 

. tt ( tt* II,. 

sings ■ - ,j- sin 

ttlfj" lll^ til . , 

‘v 1 ‘ ' , , , Mir; 

1 .*.»*• *,►» 


COS V 

gtg* 

gsms - ’ ' 

/" 1 


(voir V Analyse altfcbrv/tic, p, 5/|8 at *>i|) Si, dans las formulas , i 5 al 

on romplace s pnr’j 3 , on obtiandra aallas qui fouruissaut las 

develop pem cuts do cosgs at da sings on series ordonnees suivant las 
puissances ascondantos do cos 3 . 

Si I’on voulail devolopper, suivant las puissanaas asaetiduntas da 
sins, non plus sings ct cos gs, inais 


sin/x(s±«7t) at cos //.( : ± tirt), 

n 6tant un nombre enlier qualaonqua, il suftirait da joindra aux for- 



DES SECTIONS ANGULAIHES. 


17 


mules ( 1 3) et (i 4) les deux equations connues 

sinp.(5 ±: /i7i) = cosu«7r ships ± sinp«7rcosps, 
cos p(s ± /in) = coKf/.*7;cosps rp sinu.«7r sinus. 

II importe d’aillcurs d’obscrver que, 1’arc z etant suppose compris 
entre Ieslimitcs — 's ± nr. represente un arc dont la valeurest 

eutibremen t arbi traire . 

Si Ton designe par \j. une quantity quelconque et par s un arc com- 
pris entre les limites — 4- les valeurs de cosp.$ et de sinjx^ se 

devclopperont, suivant les puissances ascendantes de la tangente, par 
les forinules 



[voir V Analyse algebrique, p. 297). Si la valeur numerique de s etait 
renlcrmee entre les limites 7, -> les series comprises dans les seconds 

membres des Equations (» 5 ) et (iG) deviendraient divergentes et n’au- 
raient plus de sommes. 

Les devcloppements connus de cosps et de s i ji jx s , suivant les puis- 
sances deseendantes de sins ou eoss, ne peuvent s’obtenir que dans Ic 
cas oil \j. est un nombre entier. Ils se ddduisent immediatement des for-- 
mules (i3), (i/j), etc., lorsque, dans les series que renferment les se- 
conds membres, on renverse l’ordre des ternies, en ecrivant les pre- 
miers ceux qui etaientles derniers, et reciproquement. On tireraitavec 
la mbme facility des formules (i 5 ) et (16) les devcloppements de cos^ 

Gli it v res tie C. — S. II, t. VI. ® 




et, par suite, 
( 93 ) 
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it -+- ry / — i = ( i -+- e- 2 -/ 7 " ^ 

Ijes formulas (aa) ct (a 3 ) suffiscnt pour determiner les quatre quanti- 
ties U, V, u, c. Concevons, par exemple, qu’on demande les valeurs de 
a el de e. On posera 

s = 0 ± nn, 

0 designantun arc compris entre les limites — et n un nombre 

entier quoleonque. On aura, par suite, 

0~ssv/— 1 = eV‘ z '!~ 1 = crW - 1 e±v-nt\f^i , 

et la forinule (a 3 ) donnera 

II -H r y/ ■' ~7 n: « <-V-W : i ( t 4 . e -J 0 yCn|i. 

“ (e°V-‘ H- e-°'H' )•*= ( a cos 0 ) 1 * (cos/a« 7 t ± y/— 1 sin/x«jr). 

On eu conclura 

( ” ,/ i ) « =r (acos0)t*cos/x«jr, r = (acosOjasinu/m. 

I.es deux equations preeedentes peuvent remplacer des formules equi- 
valent.es (loanees par M. Poinsot dans ses Reckerches sur V analyse des 
sections anguUum, ainsi quo les quatre formules donnees par M. Pois- 
son, sous les n os (io) et (i i), dans le Bulletin des Sciences de septembre 
i 8 a 5 . 

II no faut pas oublier quo les series comprises dans les forimiles (17) 
no peuvent elre sommees quo dans le cas oil elles sont convergentes. 
Or e’est 00 qui arrivera toujours si la quantite [/. est positive. En efifet, 
on a generalement, en supposant 5“ inferieur a l’unite et l’exposant p. 
positif ou nogatif, 

(* 5 ) (. -- *)*= i-£ s - El s'— ... 

1 1. a 1.2.3 

Or il est facile de s’assurer : i° que les termes de la s^rie pr6c6dente, 
qui renfermeront des puissances de s d’un degr6 sup6rieur a la valeur 
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d’oii il resul to qu’ollc deviendra infinie pour des valeurs infinies de n. 
Do plus, si I’on fail avoc M. Legendre 



d.r, 


I’expression (29) deviendra gencralcmcnt 

r(/i + v) 
i’(v) r(«4-i)’ 


dt, eomme, on designant par t une quantile dont la valeur numerique 
ddcroisse inddtiniment avoc on aura, pour de grandes valeurs de 

r(/ - ) = (i-t- 


on trou vera, par suite, 


(»0 


r(v-wO 

o' 


r\v) 


(1 + 3 ), 


il (leva ill eonvorgor on memo temps que ^ vers la limite o. Or il esl 
elair que le second membre do l’equation ( 3 i) se reduira, pour des 
valours iniinies de /i, a zero, a l’unite ou a 1 infini positif, suivant que 
I’on supposera v < t , v = 1 ou v > 1 . On pourra done en dire autant de 
I’expression (29); d’oii il cst aise de conclurc que les series comprises 
dans les formules (17) scront divergentes pour des valeurs negatives do 
[j. renfermt'ics entre les limites p = — 1 , p = — » • Quant aux valeurs 
do p renfermees entre les limites p = 0, p = 1, on demontrerait laci- 
lement, par des procedes semblables k ceux que nous avons employes 
dans le Chapitre VI de V Analyse algdbnqm, qu’elles rendent ordinaire- 
inent con verge rites les s&ries comprises dans les formules (17)* Q° 
toutefois cxcepter le cas oil Ton supposerait 2 s = n. 

Des remarques di verses que nous venons de faire, il resulte que les 
formules (a3) et (24) doivent etre restreintes au cas oil la quantit6 p se 
trouve rcnferm6e entre les limites p = — r , p = » , c’esU-dire au cas 
•oil la quantity p + 1 est positive. 
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No»s nous soimnos oonlonlos, dans eo! urtioin, do iimntror oommont 
I os prinoipes quo nous avons olaidis s’appiiqnont !< !a Mumuation dos 
sorios. Mais r’osl surlouf dans loCnloul infoutal, ol pariiiHlii«rcinout 
dans la Utooriodos inlo^ralos dolinios, quo los niomos primipcs roooi- 
vont do noinhrousos ol d’ulilos applioutiuns. On p«»ttt ooiiMillor, ii oo 
sujol, lo XIX'' Cahior du Jourtttii tie /'/*,<Wo n>viilr Vttfyhvhuiiftw, aiu>i 
qu'un Momoiro puldio sous la ditto d’aunf i K-j» ». ot rolatif au\ into- 
f?i*alos dolinios prison onfro dos limitos irna^inairos. 
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UN NOUVEAU GENRE DE CALCUL 

ANALOG UK 

AU CALCUL INFINITESIMAL 


On sail ((uc* leCaleul d i fTercntiel, qui a tant contribue aux progres 
del'Analyse, ost Condo sur la consideration dcs coefficients differentiels 
on functions ddriveos. Lorsqu’on attrilmo a uno variable indepen dan tea- 
un accroissoinent inliniment petite, une fonction /(a?) de cctte variable 
recoil ello-inome on general un accroissoinent infiniment petit dont le 
premier tonne ost proportionncl a s, et le coefficient fini de e dans 
l’accroissement do la fonction est ce qu’on nomine le coefficient diffd - 
rent id. Ce coefficient subsistc, quel quo soit x, et nc pout s’evanouir 
co ns tarn men l quo dans le cas oix la fonction proposee se reduit a une 
quanlite constante. 11 n’eu est pas de memo d’un autre coefficient dont 
nous allbns parlor, et qui est generalemont nul, cxcepte pour des 
valours particulifcres de la variable as. Si, apres avoir chercbeles valours 
de x qui rendont la fonction fists) infinie, on ajoutc a l’une do ces 
valours, designee par as it la quantile infiniment petite e, puis, quel’on 
diiveloppc /(a?, ■+■ e) suivant les puissances ascendantes de la m£mc 
quanlite, les premiers termes du developpement renfermeront des 
puissances negatives de s, et l’un d’eux sera le produit de-par un 
coefficient fini, quo nous appcllerons lc residu de la fonction /(a?) re- 
latif a la valour particulibre x t de la variable x. Lesrbsidus de cette 
espece se prtssentent naturollement dans plusieurs branches de 1 ana- 
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do la function /(•»), rolatif a la valeur x = x i , sera la quantite finie 


(• r >) 




on, on d’aulres tonnes, la valeur du produit 

((») e/(x i + e) 

oorrospoudanto a e = o. Dans le cas que nous venons de considerer, 
l’6(|ualion (i) ost. censee n’admeltrc qu’unc sculc racine egale a x { . 

On (lit quo liquation (i) ad met m racincs egalcs a a?,, mdesignant 
un nombre on tier quelconquc, lorsque le produit (tv — at,) m /(x) ob- 
liont, pour x = x t , uno valour finie did'ercnte de zero. Soil, dans cetto 
dornioro livpotlioso, 


(7) (.r-.r,)*/(*) = f(*). 

f(.r, ) sera uno quantile tinie, et l’on aura 


(«) 


./V) = 


f (£0 

(,r— .r,)'"’ 


puis on on oonolura, on posant x t= x, -+- s, 


(<)) 




I- s) 


f(£t± «) 


e m 


I ... . I 1 

• ■ " £»i ‘1 ” j e 1 — ij 1 .9.3. ..tn 

0 ddsignanl toujours un nouibre inlerieur k l’unitc. Done le rSsidu do 
la fonotion/(.r), rolatif a la valeur x = x t , sera la quantite finie 


(.<») 


i .a. 3. . .(/» — 1 ) ’ 


ou, on d’autros lennos, co quo devient l’expression 

i'XX. 7 (m — 1 ) ds m ~ r 

lorsqu’on pose, aprbs les differentiations, e = o. 

Pour abrdgcr lo discours, nous appellerons re'sidu integral de la fonc- 
tion /"(.*•) la somme des rdsidus de cette fonction relatifs aux diverses 
CtCuvres tie C. — 8. II, t. VI. ^ 
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rep resell torn la somme des residus d c /*( .x- ) , relatifs aux seules raeines 
do I’equation 


Do memo, si l’on suppose 


(.8) 


*(•0 = ?(•*•) *(•»), 


los deux notations 


(<<D 


r _ £( ,r i 


p <•.(£) , 


oxprimeront, la premiere, Ja sommo dcs residus correspondants aux 
raoinos do <p(.r) = o, ot la socondo, la sommo des residus qui corres- 
pondent aux raoinos do /_(.r) = o, on sorlc qu’on aura gene rale moot 

. . r . !•<>).._ p .(;(£}_ , r f(.g) 

( ‘ ° U¥(-o)*/(.o)j') '' W( ?'(>))) XW ((%(a?))) 


Do memo encore, si Ton suppose 

(ai) |'(.r) ■=:<?{.*) x(x), 

on olitiondra liquation 



dans laq nolle los deux tonnes du second mombre representeront, le 
premier, la sommo des residus de/(a?) relatifs aux raeines do = o, 

ot lo second, la sommo des rcsidus relatifs aux raeines de = <>• 

Si Ton fait, on particulier, jr (a?) = * — la socondo des notations (19) 
se trouvora reduito a 

P f(.r) 

ot roprosontera lo rosidu partiel rclatif a une soule des raeines de 1 e- 
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quation. (i). De plus, comine on aura dans oolto hvpoihoso 


<V) 

9 (,/■•) 


(•*' 




il est clair quo le residu correspondent a la valour .r 
etre exprime par la notation 


(4) 


r ,r i •/(■'■>. 


•r, pourru eururo 


ce que Ton pouvait conclure directemont des conventions adoptees. 
Enfin, si nous voulons indiquer la somint' <les rosidns do /' ,r , ndatils 
a cedes des racines de l’equalion (i) dans losquelios los parties rootles 
demeurent comprises entre deux limitos donnoes .r u , \, ot los ruel'li 
cients de — r entre deux autres limitos >•„, Y, nuns oiuploicrniis In 
notation 


< 23 > ■ *£ ’((/(.*•)«. 

•*"*» ,Vo 

Ainsi, par exemple, si 1 equation (i) n’a quo <los raoiuos iinavunaires, 


(26) 


L ((/(•'•) )) 


* ^*0 


represented la somme des resides relalils aux raoiuos dans lesquolie 
le coefficient de \J— i sera positif. 

Ces diverses conventions 6tant adinises, on aura ovMomuiont 


(27) 

(28) 


r- lifl . _ fu . . 


r _ f(*) f('« 

0 (( j«‘ j) “ vis .(w 


« ^ ral '“ r parti,!ulii!re *• I«".r luc|tli*ll«> la 

( ,°“ f ; W conse ™ ®«« vilour finio. On iro.vm, ,j |V. 

quation ( 1 ) n’a qu’une seule racine 6gale h 


ANALOGUE AU CALCUL INFINITESIMAL. 


•2 » 


el, si Poquation (i) fournit m racines egales a a?,, 


n ^ r (- g - _ ' 

^ ' t-' (((.<? — ,r ,)"*)) i. a. 3. ..(/« — i) 


0 " l ~' [e"‘/(o; 1 -+- g)] 
de" 1 - 1 ’ 


a (levant otre reduil a zero, lorsqu’on aura effectue les differentiations. 
Si la fonolion/(;») so prosente sous la forme fractionnaire > et quo 
.»•, soil uno raeino do l’equalion F(.-r) = o, on aura 

V (.r, -I- 1 ) - iF'^ + Os), 


0 designanl un nombro inferieur a I’unite. Done alors la valour du 
produit a/(.r, -+- a), e.orrospomlante a a = o, sera 


ot la Ibrimilo (»<)) donnera 


£(£■) 

F'(.r,)’ 


( 3 .) 


— r t )) ' 


Katin, si Ton nomiuo a uno quantile comprise entre les limites a?,,, X, 
et b uno quantile comprise entre les limites y u , Y, on aura genera- 
lenient 


(3:0 

et 

(»»■) 


X .. V 


it Y 


\ _ Y 


/, ((/(■*)))- £ ((/(*))) + £ ((/(*)» 

**„ ,Vii •**» >*« ,l ,Yo 


*£ V ((/(*)))« *£* ((/(•*) )) + *£* ((/(■*)))• 
.••..v. .n .v« * 


Pour quo cos derniorcs formulcs s’etendent a toutes les hypotheses quo 
1’on pent fairo sur les valours des quantit6s a, b, .-r 0 , X, y 0 , Y, il suftit 
do concevoirque, dansle residu integral represent^ par la notation (a5), . 
on reduit chaque residu partiel k la moiti6 do sa valeur, toutes les fois 
qu’il correspond ii une raeino dans laquelle la partie reelle coincide 
avec une des limites a? 0 , X, ou le coefficient de \J— i avec Pune des 
limites y 0 , Y; et au quart de cette m6me valeur, toutes les fois que 
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les deux conditions sont remplies. Cola pose, si i equation , i a des 
racines reelles et des racincs imaginaires, la notation ;y<>. represen- 
tera evidemment la demi-sommo dos rosidus ndatils aux rarities reel les, 
augmentee de la sommedes rosidus correspondants anx rarities itna- 
ginaires dans lesquellos lo coefficient do y i est posit if. 

Concevons presen teuton t quo J’on roniplaee la lonetion / ,.r"; par la 
sontme de plusieurs fonctions ?(*), %(.r), .... On etaldira sans diffi- 
cult les fornmles 


( 3 4) f, ((?(^) + x(.r)+. 


(35) £ ((9(j?) + x(x) + . 

Vn 


On trouvera de meme 

(361 r £(£} ±ll£] + •■ 
^ ((Ft*))) 


•))— £, ((?(•'■)))-)“ £ (I X I o' I 1 1 

•)) :r: £ ((v(' f ) » < £ uy.iem .... 


= r , .u r /.<■/■) 

° (( <- u Fy.rin 


Soit de pl«w/(«.») uiie fonctiou des deux varialdes imtependaules 
•t* s; et supposons que 1'dquafion 


( 3 ?) 


/(•e, z) 


o, 


resolae par rapport a *, fouruisse ,I e « ravines iu.K-p.-mlm.i.-K ,1,. |„ 
variable a. Si 1'on designc par x, l'une de cm .wines, il ,.»| elnir nne 

I A trlii /!/% In li • / * 


le residu de la fonction derivee 


d /*(■*> z ) 


correspondent k x = x lt ne diflerera pas de la derivee relative 

etraatre * s) ' ccs deuit so redninint l'une 

et 1 autre au coefficient du rapport 
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dans lc devoloppement do l’cxprcssion 


/ (.i'l ■+■ B, S + S 1 ) 


suivant. les puissances asccndantes ties accroissements s, s'. Cette re- 
marque pouvant s’etendre aux diverses racines do 1 ’equation (. 37 ), quo 
1 ’on suppose indepondante de la variable s, on en conclura 


(38) 



£) 



flC((/(g,a))) 

<)z 


Soit main tenant 


(3») 


f {■*>=)-[ 


F («,«)&, 


5 0 designant one valour particular© de s. On aura, par suite, 


puis, on integrant les deux membres de 1’equation (38) a partir de 
z ss 5 0 , on (rouvera 

(■'i < ) jf*£ (( F(.r, z) )) dz = f F(«, -) *)) • 

On elablirait paroillemcnt les formules 

<■<*> ^^=.X((^)) 

et 

m /rX ((F(,r ’ s)))rf3= -X.((/ F(ir, * )rf3 ))’ 

les deux integrates relatives a s etant prises entre les memes limites. 
* II rdsulte dvidemment de ces diverses formules que I’on peut diflferen- 
tier et int^grer sous le signe c, aussi bien que sous le signe /. 

f('«) (Xi -+- 6t) 

Si, dans la formule ( 9 ), on remplace s par cc — a?,, et - - — 3 — 
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(47) 


par 'A(.x - ), on trouvera 


f(je) jM . 

J { J “ (ay — j.*,)'* 


(44) 


f(^) , r f(.r,) 




(# — JL' x ) nt I (./• — »/‘i ) m 1 ' I„’» i,/ » !i{ T 

| I'"' ‘M r, l , 

^ 1 .3.3. . .(/II - I) .1 , !M 1 '* 


La function <J/(a?) f comprise dans retie deni iere (oniiule, anpiei'ra »<•- 
neralement, pour x — ,r, , un« valour iinio. savoir 


(45) 


I' 1 '" >(./•,) 

I .3.3.” .Ill 


De plus, on tirera de liquation ( ati ), on y romplaeant m par m \ , . h 
la lettre x par la lettre s, 


(46) 

Cela pose, oil aura 


f fHI> ('*'i) r ft; i 


1 f ' (./•, 

1.1. .{.,.(/« II /( 


£ifO i 1 H*i) i r(x t ) 

(x-Xf)"' , -*• — - . i)w s i 

— 1 r £ (j) , i r f(a) . ,. 

— r f(«) p/ 

^ (((s-^)'")) L( s + (./••■ .. ./•,,»< 1., ... , 1 1 


6 


Hf) (x — -r, )»< ( s . )»« 

(* - *«)* (l (-5 - *i)« )) “ — 




f(~) 


(* 5) U (« - x t )m )) ^ yii l ^ ^ ' 


D’ailleurs la notation 


/ ( f— r.)"‘f( 3 ) _ r ( 3 .... - \ I*/ ■ , 

- *) (( (- - *i)«‘ )) — £ (j: — 


«)««■• ./•,)» 


represente le residu de la fonction 


( 48 ) 


H») 

X — 5 



3.1 


ANALOGUE AU CALCUL INFINITESIMAL. 

I'clulif a s = -r, ; et, comme cc residu est evidemment nul, attendu quo 
la lone lion (/|H) conserve pour s = x t une valeur finie, savoir 

Jl-rA, 

nous pouvons eoneluro quo 1 ’on a generalement 


(i<)> 


(.r — .r, j»* 7 (dr — dr, )"‘“ 1 


j i.a.S . . .(/ n — i) 

.... r f(-») 




1.2 (iV — #l) W “ 2 
f (,T>) 


X — d?| 


On pout verifier direelemont l’equation ( 49 ), en observant que lo 
second membre do eotte Equation represento la valour de l’expression 


('»») 


. HJel! 

a. 3 . . .(/«• — 1 ) 


<)z"‘ 

correspondent a s •--- a?,. Comme on a,*d’aulre part, 

f (3)^(5 

lo second membre de l’dquation ( 49 ) pourra litre reduit a 


y ( 5 -.c, )'«/(-') 

0 or -=)'(( )*))’ 

ou memo a 

r (« — * »)/(*) 

^ t'C “ gj (( 5 — X,j) 


Par suite, [’Aquation (44) donnera 


(5i) 


/(*) * 


r ( s — a?i)/(g) 

^ (•* — g)((® ^ 1 )) 


=+(*•)• 


II r6sultc do cetto dernierc que, pour dAduire de la fonction/^a;), qui 
deviont infinie lorsqu’on suppose x = oc t , une autre fonction qui con- 
serve, dans la m6ine hypothbse, une valeur finie, ilsuffit de retranclier 

aiuvres de C. - S. IT, t. VI. 3 
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de f{x) une sommede fractions ralionnollcseijuivalenlc a {'expression 


(5a) 


f __( 3 5 ) 

^ -.r, II ’ 


e’est-a-dire, le residu dc la function 


(53) 


J\ -• ) 


relatif a s = x,. 

Concevons maintenant quo Pon veuille dednire do la function / .»* 
une autro fonction qui no dovionno jamais iniinic pour aurmte des 

valeurs particulidi'es x — x , , x .r a II snffira cvidcinment do re- 

trancker de/(i») la somme des residua do la function ; Vi coiTesjiori- 
dantaux valeurs s = x { , s = ,r„ cVsl-a-dirc lcrbsidu i»te*rral re- 

presente par la notation 


(54) 

Done, si Pon pose 

(55) 


r ((/(=))) 

O " ' ' „ * 


/(■*)• 


r ((/(-•))) 




ro(.r), 


la fonction a(.r) conservcra uno valour finio pour.r x 

ot par consequent pour toutos los valours linios roc II os on inm 
de la variable x. 


•i -ji * • # • 

"ina in*s 


Dans Iecas particular oii/( a;) designe uno fraotion ralioiiuelle, 


w .r 


ne peut etre qu’une fraction do lnGme ospeo.e, donl Jo deuominalciir no 
doit jamais s’evanouir, et par consequent uno fraction dual !<• denomi- 

nateurest constant on, cn d’autros tormos, uno function cation* dc ,**. 
Cela pose, soit 


(56) 


/(■*) — 


f(.c) 

F(*r 


{X \ et F(a;) d * si S nant de ^ fonction s entibres. Si I« d« K rd dc la sc 

J r "V" 16 * et I,0n P 01 ™ « "" to to, 

tmhm ie 1 e ‘>" a,,on < 55 )- d ’»“ r« conclura ,„e U fo.ction mlV m 
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w(.r) so reduit a zero. On aura -done, dans cette hypotliese, 
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(57) 


A . I)= £,um. 

Cl- — 


La furmulo (.>7) fournit le moyen de decomposer dans tous les cas pos- 
sibles la fraction rationnelle/(a?) en fractions simples. 

Concevons, pour fixer les idees, que l’on veuille decomposer en frac- 
tions simples la fraction ralionnelle 


1 

(.* — i ) 4 (.* +• 1)' 

On tirera de la formule (57) 

j t * + ^ *)(T(«+i )1F=TF)) 

i .... r 1 _ . r < _ 

' + a) _ (a+r)(t(*-0 


D’ailletirs, si I’on designe pare uno quantile infiniment petite, on aura, 
en vertu des formulrs (27) et ( 3 o), 

p 1 11 

° (.r '■-■:) (V~ : ij'W+iT) ~ 4 * 

et 




)■(» + • )'((('-- o s » 


j ' __ 

* ( i>. e) (.r — ■ ■ 1 e) 
de 


1 1 

H- 


(z ’ hT- e) 4 .r — 1 — s a 4- s (a? — i. — £ ) 2 


r 1 


/i — 1 a U‘ — i)- 

On trouvera done 

. ,, . 1 ... ' 1 _ £ » 

1 1,9 ' (a* Vi) (i r — 1 j* “ 4 «r+7 ’ 4 « — * ^ » (-•*’ ~ 0 s ' 


< 1 


cc qui est exact. 


Si, dans la formule (.‘>7), on remplace /(a?) par gr^ et si 1 ’on sup 
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pose 

(60) F(ic) = (.r — .r, )(.»* — . •/',« i. 


m etant un no mb re entier quelconquo, on frouvera 
f(.r) 


[X — X X ) ( X — x t ) . . . (x — ) 


r 


f(-) 


=L 


'(((-- -*i) (5 -dJj)- ••(--''•/«))) • 5 

M 


j... , , < >t r ft ‘ 

((3 #i))(3 X 3 )...(3 JC’ /n ) ,t ■ 3 (j ,r., I,,, I.; .<■ || . 


f(-El) [ . Cl I 

(a?i x m ) x a ) | («<• m ■■ } . . . 1 ,) .#• .r,„ 


et, par suite, 


(62) 


(.r,„ — ,t’ m ,) 


Cette dcrniere equation ost-la formula d’mterpolutiou «!«• f . ;t H, 

Si, apres avoir multiple par x Ies deux mombres do liquid it»u , 
on attribue a la variable x uno valour infinie cl si I'oii design* 

lavaleur correspondante da produit .r/(.r), on obtiomlni mi ssive 

ment les deux formulas 


*/(«) , £ «./w 11 


ct 

(63) *=£((/<»». 

Si la quantile 5 s’evanouit, on aura simplernent 

^ £((/(*) ))™o. 

Cette dernifere formic subside tout.. Ice foie q „ c , dlnH la frartiull 


ru- 


ANALOGUE AU CALCUL INFINITESIMAL. 


37 


lionnclle designee par/(a?), la difference enlre le degre du denomina- 
leur et celui du numerateur devient superieure a l’unite. Elle coincide 
avec line equa (ion clablic dans le Journal de I’Ecole Poly technique ( voir 

la page fioo du XVIII* Cahier). Si Ton y r emplace f(x) par 
subsislera dans le cas memo oit la difference ci-dcssus mentionnee sc 
reduirait a I’uniUi. On aura done alors 


(<>">) 




cl. Ton se trmivora ainsi ramene a l’equation (.'>7). 
Si, dans les formulos (() >) et (G/j), on pose 


,r" 

./(•' ) •• ^ r , t j (, r — , r »j. — .r*,)’ 

on on eonclura (jue la somme 

. 

f,/’,— ■/•*).. — -* ; m) ( J 'l - ' r i ) • x m ) 

x n 

\&ni — &[)••• ('F/n 1 ) 

csl equivalent a zero Iorsqu’on a «</« — t , et a l’unite lorsqu’on a 
n -- m — • 1 , ee quo I’on savait deja. 

Les equations (07)* (G3) et (6/|), que nous avons etablies en suppo- 
sant la lbnction/(.») reduito a uno fraction rationnelle, subsistent en- 
core dana bcaueoup d’autres hypotheses. C’estce que nous terons voir 
dans de nouvoaux articles, dans lesqucls nous exposerons successive- 
ment les princ.ipales applications du calcul dcs residus. 




kuu i.ks 


5SDE TAVLOH ET HE MICLUMV 


On prouve facileinont quo, dans lo cas oil la fra«*tit»u 


ii) 


s’evanouit pour h — o, on a 


13) 


Hh) 


■i(/o 
h" 1 


I," 


*"'**'• 


6 designanl un notnbrc inoonnu, niais infrriour ii l*uoit<* 1 . Or, J7»- 
quation ( 2 ), a I’aide do Iaquollo on pouf, olublir dirmlemrnt la 
des maxima ou minima et lixor Ins va hairs do s fractions «,.,i 

sentent sous la forme 2, conduit aussi Iris simj.lm.iimt i, la smie dr 

Taylor et a la determination du rosin qui doit mm, drier ml W srry*. l-u 
effet, on tirera successivement do requalion ( a I : 
i° En posant £(A) —f(ic 4 - h) — /(.r), et // ,, 

/(.r-|-A) —/(.*) 1 0/i n; 

puis, en posant/'(.r -f 0/*) =/(*) + H, , 

H, r - A*) -'///'(.»•! 

h ; 

infinitesimal, h formule (7) de ^ Pt ^ tee,>ni V te * ur ** <”»/<«/ 

particulier, liquation (2). » P & *64, Cotto formulo couiptvud, ciiiiimt* rail 



SUR LES FORMULES HE TAYLOR, ETC. 
u° En posanl J(A) ~f{x 4 - h) — f(x) — hf'(x), et n — a. 
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( 1 ) /(.r - f - h) ~/(x) _ h/'(x) = + 6h)\ 

puis, en posanl, /"(.* 4 - OA) =- /"(&•) + IL, 

/(.,• + It) - K -/(.r:) - kf{x) - 

„„ ! 1 r ... * 1.2 

i.>, 2 " " ~h*~ 3 

3° En posant $(h) =/(.* ■+■ A) —/(a?) — hf'{x) — et 

?), 

(«) /(•'• I • A) •••■/( .r) — A/'(.r) - - +■ ®A); 


puis, on posanty“(ir 4 - 0A) f"'{x) 4 - H 3 , 

, /(.r+/o --/(*) -*/*(*)- rzfw- rh\ r ^ 

~A* 

En continuant do la memo rnanierc, et observant quo les quantiles 


77a ,I *’ vh u " • 


s’evanouissent toutes aveeA, on otablira generalemcnt I’equation 


lO 


A* 


/*«-* 


/(.r h /*)- —/'(•*) - .) 

A* 




1 /i 


/<«»(* -HO A), 


ou 


(7) 


I /(* + A) ---- /(*) + - l f (®) +■ ~/"(^) + -" 

. A !:!.. /■(«-*) (-e) -j — /W(j( + 6/i). 
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Si roll y rcmplacc x paro, cl /> par tin Imtivcru 


( 8 ) 


/(*o ==/(») -i- ;/>) i 

/« . . 


i.!‘ 


» <t ! 


t .1 ... a 


/ t'l.t .. 


II suit de la formulo (7) quo la function/ .»• 1 /< pent el re niiiKtderoe 
comme composoo d’uno fonctiou onfiere de h, savnir, 


( 9 ) /(•)+*/(*) + ; 


A" 




ot d’un resle, savoir, 

fi» 

(10) • , /' " ( ./• t 4 A <. 

Lorsque ce reste doviont inliniiiiont petit pour do* valours iutiiiinient 
grandes du nombre n, on pout aftirincc quo hi serie 


l») /(«), A/V), ... 

ost convergente, et qu’elle a pour sointne/wr .1 h . hour alortuu pent 
ecrire l’equation 

(ta) /(* + /O =:/(*) 4 ..... 

qui est preeminent la formulo de Taylor. i)i* memo, si l<» rcstc 


(. 3 ) 




devient infmiment petit pour dos valours iuiinirs do «, I equation (H; 
entrainera la suivanto ' 


04 ) 


/(*)—/( 0) + j /'(<>) +■ ~™/’(o) .»■ .... 


qui est precisement la forinulc do Maclaurin. 

Hestsouvent utile de substituor aux expressions (10) ot (,‘i; d*ati- 
tres expressions equivalentes. On pout y parvonir coin me \\ suit. 



KT IMi MAGLAUUIN. 


hi 


l)esignons |)ai* 9(5) e,e que dcvient Jc premier memhrc do l’equa- 
lion (0) qua ml oil y remjilaee // par h— z et.r par x + 3, ou, en d’au- 
tres tonnes, lo rosle qu’on ohlient quand on developpo f(a- -+-■ li) sui- 
vanl les puissances aseeudanles of cntieres de h — z, etque l’on s’ar- 
relo a la puissance du dogre // — r, en sorte qu’on ait 




/(./• -|- />)-/(•>• -! •=) + + =)+.. 




<p(o) represenlera la valour eominune de chaeun des niemlires de l’e- 
qualion ((>). I)e plus, en dillerenliant par rapport a s la formula ( 1 5 ) , 
on (rouvera 


(i(>) 


?'(*) 


(/ » ■ 




•(«- 


/<")(.r + z), 


el I’on en conelura 


(■ 7 ) 



(/; 0 />)»•■' 
i . .(// — i) 


/<«-') (,r + 0//), 


on, pa roe que <]>(// ) se rdduil ovidemmenl. a zero, 


chi 

La valeur prceedenle de 9(0*) n’ost autre chose que lc rcstc de la serie 
de Taylor, presente sous one nouvelle forme. Si, daus co restc, on rcm- 
plaee ,r paro, et h par x, on obfiendra le reste de la serie de Maclaurin 
sous la forme suivanle : 


(■{)> 


,r 


(,e — O.r)”- 1 
1 .u. 3 . . .(// — 1) 


/(«)(0.r). 


11 suffit, dans plusieurs cas, de substiluer ce dernier produit k l’ex- 
pression (i!l), pour etablir la formula (i/|)« Supposons, parexemple, 

(30) /(.r) — 


Otiuvreii Ut> C. — S. II, l. VI. 


6 
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p. d^signant une conslanlo roello. Los expressimi-. il o? i <) i!«>\ n»n- 

dront respectivcinent 


(21) 

et 

( 22 ) 


|i. ( (X — * i ) . • . ( jx w > n 

. .w 


*♦ r <:* 


I* " 1 (( ■. 

I.2.3...(«" 1 ) 


•l # 


Cela pose, on prouvera laoilomont : 1" a I'aido tie re\pie>sittn , 
que l’equation 


(23) 


/ , Ml {* •*».'* 

(1 +.v)V‘- 1 l 

1 1,1 


subsiste quand la valour numoriquo dti rapport 


est inferieure ii l’unite; 2" a I’aido do IV\pro-.-i.ui ■ * . If u.- IVipm 
tion ( a 3 ) subsiste quand lo prod 11 it 


(2D) 


I ft 
* I t ft.#' 


est coinpris entre les limitos - 1 of 1 . I».*r siiiio, il >»«»«•;. <f a . iup|i>%*-i 
l’expression ( 21 ) pour otablir la fonmtlo 1 •/$ ontro Us In.,.!.-, 

«• = 1. Mais il faudra recourir a i’oxprossion ^ *j l‘ Mlt * ( .„ t |., 

meine formule a toutes les valours do <r vompiiMs ontro |«*s 



SUR LA RESULTANTE 

KT LI£S 

PROJECTIONS 1)E PLUSIEURS FORCES 

APPLIQUfcES A UN SEUL POINT. 


Si I’ou suppose ii Pordinaire uno force representee par une longueur 
portee a partir <le son point ^application sur la droite suivant laquelle 
„|le agit, la resultant.! 11 <le deux forces P, Q simultanementappliquees 
it mi point materiel A sera representee on grandeur et en direction par 
la diagonale du parallelogramme construit sur ces deux forces. Cette 
proposition a deja etc demontree do plusieurs manures. Mais, parmi 
l.ts demonstrations qn’on en a donnees, lcs unes exigent que l’on con- 
sider.! de noHveanx points materiel s lies au point A par des droites 
rigid es et invariahles. D’aulros sont fondces sur l’emploi du Calcul dif- 
ferential on des fonelions ddriv6es. D’autres enfin sont deduites des 
relations qui existent mitre les cosinus de certains angles. Je vais ici 
(lemontrer la me me proposition, sans recourir a ces considerations 
.li verses; et, pour y parvenir, j’etablirai success! vement plusieurs 
lenimes quo Von pout (inoncer coinme ilsuit. 

I.kmmk I. — Si /'on dcsigne par R la rdsultante des deux forces P, 
simuluinernent appliquees au point A, et par x un nombre quelconque, 
restdtanle de deux forces egales auxproduits Par, Qx, et ingees suxvarU 
hs monies droites que lesjorces 1>, Q, sera representee par le produit Rar, 
et din gee suivant la mtmc droite que la force R. 

Demonstration. - Soil d’abord x = %>metn d^signant deux nom- 


S' o 
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bres entiers quelconques. On aura 

l> o 

P.r — m - , O ' - ' • 

n n 

D’ailleurs on pourra cmtsidem* la eomposante 1*. on n ^ - emnmo pro- 
duite par 1’addition do plusicurs Ibroos ogales it * of la emuposuule (,», 
ou ‘/iji comme produite par t’addilion d’autanl tit* Ibroos ratios it 

II est aise d’en concluro quo la resultanle tics fmves P, O et la r*'*sul- 
tante des forces Pa?, Qasoronl produilos runt* of ratlin* par 1'addilinn 

de plusieurs forces egales it la resultante do - of <!o ^ • l>e pin*., il osi 

clair que les deux premieres resullanlos sorottf it la dentiore omnine 
Iesnombresn et in son t it I’uiulo. Done la soouitdo rdsttllatifo sera oqui- 

valente ii la premiere mulliplioo par It* rapport a*, eVst-ii-din* an 
produit Ra?. 

Supposons en second lieu que le nouibro .»• soil irruliminol. \loes 
on pourra faire varicr les noinbres ettliors nt of n dt* ntanioie que la 

fraction — converge vers la limilo.r; ot il osl olair tpio dans oo o !t s la 
resultante dcs forces > loujourstllrigoositivattf la ntdino dmite, 

et toujours egale a tendra de phis on plus it so eouibudro, on it- 

deur et en direction, avec la resultante ties forces P.r, <„>,«. Dime eotte 
dernibre resultante sera dirigeo suivant la m eute droite que la fbire R. 

et.elle aura pour mesure la limite du produit ; " H , eest-Si-dire le pru- 
duitRa?. 

CoroUaire. - Si l’on dcsigno par la notation (P, Q) laugh* om.tpris 
entre les directions des deux forces P et Q, (P, R), H, serant les 
angles compris entre les directions dcs composantes P, Q el do lour ro- 
sultante R. Cela pose, si l’on fait succcssivement Rap P, IU* i), mi, 

ce qui revient au m6me, x = x = j|> on conclura tin ioiumo prf*eo- 
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dent : i° quo la force P pout etre remplaeee par deux composantes 

^ ot qui ferment avee elle dcs angles egaux a (P, R) et a (Q, R); 

O 2 po 

2 ° <(ue la force Q pout etre remplaeee par deux composantes -jj- et , 

qui ferment avee elle les angles (Q, R) ct (P, R). 

Lkmmk II. — La rdstdlante R de deux forces P, Q, qui se coupent d 
angles droits, est representee en grandeur par la diagonale da rectangle 
conslruit $ur les deux composantes, en sorle quon a 


(0 


IP P s H- Q*. 


Demonstration. — Coneevons quo Ton remplace la force P par les 
deux eomposantos ci-dessus monlionnees, e’est-a-dire par deux forces 

et -jp qui ferment avee elle les angles (P, R) et (Q, R). Concevons 

0 s PO 

de memo quo I’on remplace la force Q par deux composantes^- ct-^> 
qui ferment avee elle les angles (Q, R) et (P, R). On pourra supposer 
(|ue les forces ^ sent dirigees suivantla meme droite que la resuN 

taiilo H, etalors les deux forces equivalcntes a ^ formeront chaeune 

avee la direction de R un angle egal a (P, Q). Done elles formeront 

entre elles un angle egal au double de (P,Q). Done, puisque l’anglo 

PC) 

(P, Q) est droit par hypolhese, les forces equivalentes a seront 


(.gales, mais direetement opposees. Par consequent elles se ferontequi- 
li | >(•(., ( ;t les forces dirigees suivant la memo droite, pourront 

romplacer a elles seules les forces P, Q, ou leur resuItanteR. On aura 
done I’equntion 

* m as 


de laquelle on d6duit imm6diatementla formule (i). 

Cette demonstration est due k Daniel Bernoulli. 

Lkmme III. — La resultante R de deux forces P, Q quite coupent a 
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angles droits est represents, non settlement en grandeur, ainsi t/a'n/t l a 
protwe ci-dessus, mais encore en direction par In diagonal!' dtt net tingle 
construit sur ks deux composanles. 


Demonstration. — Cette proposition est ovidento dans le eas on les 
forces P, Q sont egales ontre olios. Alors la resultante It doit neee*sai- 
rement diviser Tangle (P, Q) on clous parties egales, el Ton a. en \erlu 
du lemme II, R s — 2 P 2 , ou R =~ P y/a. 

II est encore facile do demontror le lemme 111. dans le oas on Fun 
suppose Q 2 = 2 P 2 , ou Q = P\/a. Kn oflot, onnsideruns trnis fureos 
egales a P, dirigees suivant trois droites qui snient perpondifulaires 
l’une a l’autre. Ces trois forces soronl. roprdsenleos par trois aretes d*uu 
eube qui aboutiront a un memo, sornmot. I)e pins, la resultante de deux 
de ces forces etant egale a Py/a, et dirigee suivant la diagonal*’ d’une 
des faces du cube, la resultante R des trois forces sera noeessaireuieut 
comprise dans tout plan qui ronformera 1'ttne des force* P et la diago- 
nal du carrd construit sur les deux aulres. Or, it exisle trois plan* de 
cette espece, et ces trois plans so coupenl suivant la diagonaledu eubo. 
Done la resultante des trois forces P, ou, ee qui rollout an memo, la 
resultante des forces P et P y/a, qui.se coupont a angles droits, sera diri- 
gee suivant la diagonals du cube, laquelle est en memo temps la dia- 
gonale du rectangle construit sur les force's P et P v a. 

On prouveraitabsolumentdo la memo, maniere quo, si Fun designe 
parm un nombre entier, et si l’on suppose h leniine III deimmtreduus 

le cas ou 1 on a Q = P \jm, la resultante des trois foreejs respeetivetueiit 
equivalentes k 

l\ P, Py/^, 


et represents par trois droites perpondieulaires eutre olios, sora 
dirigee suivant la diagonale du parallel epipede rectangle qui aura pour 
cotes ces memes droites. On en conclut que, dans Fhypothese admiso. 
Ie lemme III subsisted encore si Pon prend pour Q la rdsultanto dos 
forces P et Pfa e’est-k-dire si Pen fait Q« Py/m^T. IFailleurs lo 
lemme III est evident quand on a Q = P, du, ee qui revient au memo, 
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m --- 1 . Done, ee I e mine subsistera encoro si l’on prend 

Q P \J i -I- i -= P \/~>. on Q — P y/a -h r = P y/3 

ou an general 

<„) P \J m, 

m (Haul, un nombrc cntier quelconquc. 

Conoovons a present quo, m et n designant deux nombres entiers, 
on eonstruise un parallelcpipede rectangle qui ait pour cdtes trois 
droitos proprcs si representor les trois forces 

P, P \Jm, Py /«. 

La result, ante do ces trois forces sera evidemment comprise : i° dans 
le plan qui ren ferine la force Py Jn et, la diagonale Py/m+ r du rec- 
tangle oonstruit sur les forces P, Py Jm; 2° dans le plan qui renferme 
la force P y bn et la diagonale P y hi -+- i du rectangle construit sur les 
forces P, Py In. Done eelte resultante sera dirigec suivant la diagonale 
du parallelcpipede; et le plan, qui renferme la memo resultante avee 
la force P, eoupera le plan des deux forces Py jm, Py fn suivant la dia- 
gonale du rectangle construit sur cos deux forces. Done la resultante 
des forces P y/m, P y fn, qui doit, etre evidemment comprise dans le plan 
dont il s’agit, sera dirigec suivant cette dernibre diagonale. Done le 
lemine Ilf subsistera, quand on remplacera les forces P et Q par deux 
forces egalcs a P y f/n, P y Jn, e’est-a-dire par deux forces dont les carres 
soient outre eux dans le rapport de m a n. Done le lemme III subsis- 
tera encore enlre lbs forces P et Q, si Ton suppose 



Soil maintenant Q = Pa?, cc dbsignant un nombrc quelconque. On 
pourra faire varier les nombres entiers m et n de maniere que le rap- 

* 4 

port converge vers la limite a? 3 , et il est clair que, dans ce cas, la 
resultante des forces P et P i/j, dirigees suivant deux droites perpen- 
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diculaires l’unc a l’aulre, tendril do plus «*u plus ii sc euufoodrc, <>u 
grandeur et en direction, ilTine part aver la resultante des Imres p, 
Pa?, et d’autre part avee la diagonal* 1 <lu rectangle emistruit sue ces 
deux forces. Done la resultante des forces P, P.e sera represcutee par 
la diagonale dont il s’agit. 

Corollairel. — Si la force H esl representee par la longueur AH pur- 
tee a partir de son point duplication A stir la droite suivaut latjtiellc 
elle agit, et si Ton mono par lo point A deux axes perpeudieulaires |’u„ 
a 1’autre, on pourra substitucr a la force B les deux forces representees 
en grandeur et on direction par les projections de la droite AH snr les 
deux axes. 


Corollaire II. - Conccvons mainteiiant cjne, deux furees ij Plant 
appliquecs a un memo point A el rep resell tees par deux drnites AH, 
AC, qui foment cnlre dies un angle queleonquc, „u trace dans le {dan 
de ces deux forces deux axes dont I’uu coincide avee la diagonale du 
parallelogramme auquel elles servent de coles, et dont Pant re suit 
perpendiculairc a cctte diagonale. On pourra suHstiluer aux deux 
forces P, Q les quatre forces represenlees en grandeur et en direction 

par les projections des droites AH, AC snr les deux axes. Or 

quatre forces deux, dant dircetement opposces, se foront eqnililtre. 
Les de /U x autres, dirigees suivant la diagonale du parallel..., .raiuuir. 
sajouteront ct donneront poursounne une force representee en -ran- 

, ur et en direction par cctte mfimo diagonal.*. 0„ 

ia proposition suivante : 

Tbwme I. — la resultante II de dm.vfoms I>, () shmdtam'mmt «//■ 

maahr ,,, 

X “ gmndmr “ « far la donate du 

gramme commit sur ces deux forces. 

sur les deuxforce^p D n ae ! a<lia ^ 0na,<> * P npa ^^°8 n “ , «*»* nuistruit 

que l’on forme ’ Q ^ lR t, ' oisii,,,1( ‘ cm < lw Wangle 

droite egale et paraUdeTl ^ 1 CX | Pem,t0 dt, la «»»<* 

a seconde, et que Pangle oppose dans e<. 
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triangle au cote 11 eat lc supplement de Tangle (P, Q), on a necessaire- 
ment, on verlu d’une formule connue do Trigonomdrie, 

(a) 1P = P 5 + Q-+ ;jPQ cos(P, Q). 

Corollaim II. — Dans le cas oil les forces P, Q deviennent egales 
(>ntre dies, Jour resultante R est representee en grandeur et en direc- 
tion par la diagonalo du losangc construit sur ces memes forces. Alors 
la formule (a) so red nit a 

(3) H*=iaP*[n-cos(P, Q)]. 

I)e plus, si Ton suppose (P,R) =0, on trouvera, dans le cas present, 
(P, Q) = aO, el, (‘.onune on a generalemcnt. 

1 ) cos a 0 ” a eos a 0 — i , 

Tequation (3) donnera U = uPeosO ou, cc qui revient au meme, 

( 5) R ~*Peos(l\U). ■ • 

On pout, au resle, s’assurer direclement quo le second membre de la 
formule (f>) ropresontc la diagonalo du losangc construit sur deux forces 
egales a P. 

II est facile de demontrer le theoremel, pour lc cas oil les forces I\ 
q ontent.ro dies tin rapport quelconque, quand unefoison a etabli 
e.e theoreme. pourlo cas oil Ton a Q = P, e’est-a-dire quand on a etabli 
la formule (f>). Or on pout donner de cettc formule une demonstration 
direele, qui so ddduit a la verite do Tequation (4), mais qui parait 
moriter d’etre remarquoe. Jo vais Texposer en peu de mots. 

Admettons quo la forfnulo (:>) soil verifiee pour le eas oil Ton a 
(P, R) = T, T designant nn angle droit ou un angle aigu. le dis qu’elle 
subsistera encore si Ton suppose 

(F,n> = ; ou (P,R)=J-J- 

lin effet, dans ces deux hypotheses, Tangle (P,Q), compris entre les 

OXuvreideC — S.H.t.VI. 7 
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directions des deux forces cellos P, Q, sera equivalent ii I'iui des jin- 
gles x, n — r; ctl’on prouvera, on raisonuanl eomuie dans le leuitno II, 
que l’on peut substituer au syslonie des douv Imres P, <y, ( >u it lour 

j>‘ 

resultante R, quatro composanles ogalos ii J{ . . partni iosquollos deu\ 
seron’t dirigees suivant la memo droito el dans le memo m*un quo la 
force R, tandis quotes deux autrosliirmoroiil charuuo avoo la resultante 
Run angle equivalent a (P,Q), e’esf-a-dire it 7 mi a :? ?. Or, 

qu ’011 suppose la formule (f>) verifieo dans lo ons oil 1’on a . P, R r , los 
deux derni feres composantos ponrront ovidommonl etre mmdaoees par 

J)i 1 

une force unique egale a 2 jr cost o( dirigeo dans Jr sons do hi resul- 

tanteR, ou dans le sens oppose. Par enusequouf, on Irouvora doiinili- 
vement 

,>a *. P s I»* 

u — a-|j- ±» -j-j-oosT ■ 11 ‘ oo-:-. 


ou 


( 6 ) 


R*= »P 4 (l ± (MIS? I, 


le signe ± devant ctre rdduit au signe dans lo ras on 


I'on aura 


(P, R) = I, et au signe - dans le eas oil I’on aura , !\ It 

Comtne on tirera d’ailleurs do la formule ( ), on y posanl 

ment 9= - et 6 = - _ l, 

2 a a 





siiroossivo* 


1 + cost = a cos 4 1 , , ..... ,.„ ST . „ w , " 

1’equation (6) donnera, dans le premier cas, 


et, dans le second, 


tx — 'A r tH)S • , 


R ~ a P cos z - 


r - 


T 7 S " baiste I™' 1 ™ •> Wb»« » ( H. K > I. 

euI ’ • subsistepa eaoopo ,u»„d „„ a uri , u 

“ '' a ' ettrS I' ■ ~ ■ 0r «“• » verific 



AIM'LIQUEES A UN SEUL POINT. 


51 


pose (P, U) = -j» puisqu’on a evidemment, dans cette hypothese, 
H o cl, cos(l\ R) = o. Done clle sera egalement vraie si Ton suppose 




et, par suite, si l’on proud 

(>', U)= - j = g. 


Oil 


) = T' 


Done olio sera encore vraie si Ton attribuc a Tangle (P, R) Tune des 
valours 



Kn continuant do memo, on prouvera que la formule (5) a genera- 
lomont lion lorsquo Tangle (P, U) rcyoit uno valeur de la forme 
n dosignant; un noinbro entior quelconque et z/n -+- i un nombre im- 
pair infbriour a a". Si mainlenant on represente par 0 un angle aigu 
prisa volonlo, on pourra fa ire varior los nombres entiers m et n de 
inanioro que lo rapport'-™^- s’approohe indefiniment de lalimite0; 

la res ul tan to R londra do plus en plus a se confondre, d’une part, 
avoo uno force equivalente a aPcosO, et d’autre part avec la resultan te 
do deux IbreO/S egales a P, qui fonneraient entre elles un angle double 
de 0. Done cette dorniore resultante sera representee en grandeur par 
a P cosO ot vo ri tiora encore la formule (.'»). 

La construction geomelrique qui sert k determiner la resultante de 
deux forces P, Q, appliqueos a un point matbriel A, peut etre facile- 
ment ('stenduo a la composition de plusieurs forces P, P\ P", • • • appli- 
q unos suivant des directions quelconquesk ce point materiel. En effet, 
apres avoir composd entre elles les forces P, P\ on pourra composer 
de la mbmo manibro la resultante des forces P, F avec la force P", puis 
la rbsultante des forces P, P', P" avec la force P*. etc. Pour obtenir la 
dernifere de toutes les rbsultantes ou, ce qui revientau mfeme, la r6- 
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sultante de toutes les forces donnees, il suftira ovidemmeut tie metier, 
par l’extremite do la droitc qai represent, 1 la premiere force f\ one se- 
conde droite £galc et parallel,! a la force I*'; par i’exlremile de cede 
seconde droite, une troisiemo droite egale et purallele it la force P"; 
par I’extr^mite de la troisiitinc droite, tine quatrieme egale et parallel, 1 
a la force P", etc. Si Pott joint onsuite It? point materiel tlonne avee 
l’extr^mite de la dernierc droite, on obliendra la resultante cherehee, 
quise reduira, dans le cas de deux on Intis forces, it la diagonal, 1 du 
parallelogrammeouduparallelcpipede oonslruit stir ees monies forces, 
et qui, dans le cas general, foment le dernier edte d’nn polygon,* dont 
les autres cotes seront les forces donnees. La const met ion precedent,* 

subsiste, quelles que soient les directions des -forces P, P*, p Si 

on l’applique aa cas oil ees forces sent dirigees snivant une ntenie 
droite, les unes dans un sens, les autres en sens etmtraire, die four* 
nira une resultante egale a la sonintc des forints qui agisM'iit dtins tut 
sens, moins la somme des forces qtti agissent dans I’antrc sens, et ,li- 
rigee dans le sens des forces qui contposeul la phis grande somme. 
Ainsi, par exemple, pour obtenir la resultante tie deux forces P, Q ■ 
apphquees au point A et dirigees snivant la memo droite, il stifiira tie 
porter sur cette droite, it partir du point A, AH : P, dans le sens tie la 
premiere force; puis, it partir du point B, HI) « <„>, J<. sens de la 

seconde force. La force represented on grandeur et en direction par la 
droite AD, force evidemment egale it la valour mimerique tie P Q et 
dirtgee dans le sens de la plus grande des forces P, Q, sera precise- 
ment la resultante cherch6e, eequi s’accorde aver, les principes relit- 
tifs a la composition des forces qui agissent snivant une menie droite. 

our terminer cet article, je vais rappelor ici quelques proprieles tie 
a resultante de plusieurs forces, eequi mo found,,, l’oecasion tie fixer 
le sens de certames expressions dont je ferai dans in suite un frequent 

en L ^ S n q / Une . f ° rCe , P ’ appli ^ eau Point matiiriel A, est represenlee, 

entrelenobtV 1 ! ,' reCtm ’ Par Un ° certaiuc lon & u ™ r AB, comprise 
point A et le point B, si l’on projette la longueur AB sur un 
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plan ou sur uno droite, la projection pourra etre censee represcnter en 
grandeur el en direction une nouvclle force dirigee dela projection du 
point A vers la projection du point B. Cette nouvelle force est ce qu’on 
appelle la projection de la force donnee P sur lo plan ou sur la droite 
quo Ton considkre. Cela pose, concevons que, tous les points del’es- 
pace elant rapporles si trois axes rectangulaires dess?,/, s, on projette 
suceessivemonl la force P sur trois parallfeles a ces trois axes menees 
par le point A. Les trois projections scront evidemment les cot6s d’un 
parallelepipiide rectangle qui aura la force P pour diagonale; par con- 
sequent, la force P sera la resultante des trois forces representees par 
les projections dont il s’ a git. Cos trois forces se nomment, pour cette 
raison, les composanles rectangulaires dela force donnee, paralleles aux 
axes. Coniine les projections d’une longueur sur deux droites paral- 
leles soul neeessairement egalos, il est elair que les projections de la 
force I* sur les axes monies des coordonnecs doivcnt etre egales en in- 
tensite a ses composanles rectangulaires. Lorsque la forceP est dirigee 
suivant une droite comprise dans I’un des plans coordonnes ou dans 
tin plan paralUde, par exemplo dans le plan desaj,y, cette force a seu- 
lement deux composanles rectangulaires, paralleles, l’une a l’axe des 
;r, l’autre a I’axo des y, et se reduit h la diagonale du rectangle con- 
struit sur ees deux composantcs. 

Les ddtinilions precedentes etant admiscs, concevons que plusieurs 
fumes p, P', P", .... dirigeos dans l’espaee d’une mani'ere quelconque, 
soient appliquees simultanemcnt au point materiel A, et que Ion 
eherehe : i° la resultante do ces forces; 2 0 la resultante de leurs pio- 
jeetions sur un plan fixe; 3° cello de lours projections sur un axe fixe. 
Pour ohtenir cos trois resultantes, il faudra, d’aprfes la rfegle 6noncee 
plus haul, porter k la suite les unes des autres, a partir du point A ou 
de ses projections : i° des droites dgales et parallfcles aux forces P, P', 
P", , , . ; 2 “ des droites 6gales et paralleles k leurs projections sur le plan 
fixe- 3° des droites 6gales k leurs projections sur l’axe fixe et dirig6es 
dans les inSmes sens. En joignant le point A ou sa projection avec 1 ex- 
trdmite de la dornikre droite, on obtiendra dans chaque cas la resul- 
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tante cherch6e. Or, Ics droitcs ainsi roust ruiles stir It- phot mi stir 
fixe etant evidcmmeatlcs projections tics droitcs construitrs duns IVs- 
pace, on doit concluro quo la resultante tics projections tics forces I\ 
P', P", ... sur ce plan ou sur cot axe cst prcriscnieut la projection ( |t‘ 
la resultante do ces monies forces. On pent tloitc ctioncer la proposi- 
tion suivante : 


Theorize II. — Phmeurs forces P, P\ P . ... rtant ap/dh/ures d it n 
m^me point, suivant dcs directions tptelrotu/urs. si on trs p/vjrttr, ttinsi r/ttr 
kiir resultante R, sur un plan ou sur an arc donnr. la projn'tion dr eel tv 
resultante tie sera autre chose t/uc fa resultante dr tents propefio/is. 


Pourmontrer une application tie ce llieorerne, stipposons tpie Ion 
projette a la fois, sur 1’un tics plans coortlouncs, une force et ses trois 
composantes rectangulaires. Commo, parmi les projections tie ces trois 
composantes, 1’une s’evanouira, les deux ant res projections, respeeti- 
vement egalesaux composantes qui leur eoiTespoiHleut, aurotit ueees- 
sairement pour resultante la projection tie hi force dottncc. 

II lie reste plus qu a traduire on Analyse les resultats tpie nous ve- 
nons d’obtenir. On y parviondra h«i» peine, enaynnt cganl aux obser- 
vations suivantes. 

Pour que 1’effot d’tnio forco soil coniploloinen l iloloi rinino, i! no snf. 
tit pas de connaitre son intensity, son point il’appliouiinn ol In dn.ilo 

suivant Iaquelle olio ogit. II f,» t encore sav „ir Nm 

dir^ee suivant cette droite ou, ou d'autros torn,™ ol Bl B „ 

non; car deux forces qui agissent c uiouio droite pouvonl 

etre d.rigees en sens contain*. Ainsi I'on pout diro S o„|„ 

comprend deux directions different, ot Co.. 

de ces deux directions iorsqu'i, partir ,f„„ pointdonnd on prolongo in- 
definiment eette droite dans un sens determine 

qu-un Lode P n "* md^fini “ cn, da "“ les d «»« *w. Noun dir'uis 

S.T«rtr , -r" Sa . d * V ' SC d ‘“* ***«. uboutisnant .. 

nsi ere, et dont cliacun so prolongo indfifiniment linns 
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un soul sons. Par consequent, cliacun de ces deux demi-axes aura tou- 
jours une direction determinec. Si Ton considere trois axes rectangu- 
laircs des a\ y cl. s, cliacun d’eux sera divise a l’origine en deux demi- 
axes, sur l’un desquels se compteront les coordonnees positives, tandis 
quo Ton comptera sur l’autrc les coordonnees negatives. 

D’apres cos definitions, dost clair que, si Ton tient compte seule- 
mentdes angles qui ronlermcnt au plus 200° ( nouvelle division), deux 
axes on deux droites, traces do manifere a se couper, formeront tou- 
jours I’un avee 1 ’aulre deux angles, l’un aigu, 1 ’autrcobtus, tandisque 
deux directions on deux demi-axes, aboutissant a un point donne, for- 
meronl un soul angle, tan tot aigu, tantflt olitus. Lorsque deux direc- 
tions on deux demi-axes aboulirontii deux points differents de l’espace, 
ils scroll t censes Ibrinor onl.ro oux lo memo angle que formeraientdeux 
demi-axes parallides et prolonges dans les memos sens, kpartird’un 
point unique. Cola pose, l’angle quo doux forces formeront entre elles 
sera toujours completement determine, otl’on pourra en dire autant 
des angles formes par une force avec les demi-axes des coordonnees 
positives. Soient a, (i, y ces trois angles pour une certaine. force P, en 
sorlc quo 

« di'si'Kiio I’miglo form 5 par In diiwlion do cotto force avoc lo domi-axe do3 x positives, 
p „ » » ,r positives, 

„ 1, i> 3 positives. 

II est clair que la direction de la force P sera completement determinee 
si I’on commit son [mint duplication ct les trois angles *, P, y. bn 
diet, menez par le point d'application trois demi-axes paralleles a ceux 
des coordonnees positives et construisez onsuite, autour de ces demi- 
axes, trois cones droits (lout les generatrices foment respectivemenl 
avee ces memos demi-axes les angles «, [i, y. La direction de la loiceP 
devra (Hre cello d’unc generatrice commune aux trois cones. Or il est 
bien vrai quo les surfaces des deux premiers cones se coupent suivant 
deux generatrices. Mais on doit observer que, ces deux generatrices 
formant avec lo troisUune demi-axe deux angles differents, l un aigu, 
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l’autre obtus, une seulc sc Irouvo comprise duns la surluee du tr oi- 
sieme cone. 

Lorsque les angles «, p, y soul comma aver I’intonsite de la Hirer 1>, 
on en deduit encore les valours dos eomposantes roc fa ngu la ires do la 
force, ou, en d’autres termes, sos projections aur les axes, o( memo lo 
sens dans Iequel chacune do cos projections os( dirigee. Considerons, 
parexemple, la projection do la force 1* sur I’axo dos.r. Kilo sera, d’a- 
prfes un theoreme de Trigonometric, ogalo au produit do eettc force par 
lo cosinus de Tangle aigu qu’ollo forme avoo Taxe dout il s’agit. Or la 
direction de la force P forme avee les deux domi-axos dos .r positives et 
des x negatives deux angles supplements Tun de Tautre, dout lo pre- 
mier est repr^sente par#, et lo second parr •••-«. Kn ronsequeuoe, la 
projection de la force P sur Taxe des ,r sc trouvora represeutoo, si 
Tangle # est aigu, parlc produit Pens#, et si Tangle t ost obtus, par 
Pcos(r — #) = — Pcos«, e'est-a-dire, dans los deux eas, par la valour 
numerique du produit 

Pros a. 


Il est d’ailleurs evident quo cello projection sera dirigee dans lo sons 
des x positives, si Tangle # est aigu, dans lo sons dos ,r i toga lives si 
Tangle a est obtus, ct quo lo produit Pros# sora positif dans lo premier 
cas, negatif dans lc second. Kn resume, le produit Pros# sora equiva- 
lent a la projection de la force P sur Taxe des ,r, prise avoo lo signe t- 
ou avec le signe — , suivant que cetle projootioit sera dirigee <laus lo 
sens des x positives ou dans le sens des ,r negatives. 

De m6me les produits Pcosp, Pcosy seronl respootivomonf egaux 
aux projections de la force P sur les axes deny et z, prises tanlot avee 
le signe ■+■, tantot avee le signe — , suivant que ehacune de ees pro** 

jections sera dirigee dans le sons des coordonnees positives ou nega- 
tives. 

Les trois produits 

Pcosa, P cos {5, Pcosy, 


dont on vient de montrer la signification, sont cc que nous appellerons 
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desormais lcs projections algdbriques de la force P sur les axes des x, des 
v ct des s. Cominc les valeurs numeriques de ces trois produits repre- 
sentent preeisemcnt les composantes rectangulaires de la force P, el. 
quo ces trois composantes sont lcs ardtes d’un paralleldpipede rec- 
tangle qui a la force ellc-memc pour diagonale, il est clair que la 
somme des carres de cos produits doit etre dgale au carre de P. On a 
done 

P* -- P 4 cos 4 « 4 - P s cos 4 (3 P 4 cos 4 y. 

On on conclut, en divisant par P 2 , 

(7) 1 — cos 4 a 4- cos 4 13 4 - cos ! y. 

Cette derniere equation expriine, commeTon sait, que a, (3, y sont trois 

angles formes par line memo droitc avec les axes des coordonndes. 

Considerons a present plusieurs forces P, P', P", . . . simultanement 

appliqudes a un point materiel A. Soil R lour resultante, et supposons 

que les forces , 

P, P\ P', .... It 

Torment respectivement, avec le demi-axe des x positives, les angles 

a, a', a", a, 

avec lc demi-axe des y positives, les angles 

(3, (3', (3", .... b, 

avec lc demi-axe des a positives, les angles 

y, /> y", •••- c - 

Si Ton projetle ces differentes forces sur I’axe des x, la projection 
de la resultante R, etant la resultante des projections des forces P, P', 
P", ...» sera equivalenlc a la somme do ces dernidres projections 
prises tant6l avec le signe 4 -, tant6t avec le signe — , suivant quelles 
seront dirigdes dans le mdme sens ou dans le sens oppose. D’ailleurs, 
la somme ainsi obtenue sera dvidemment dgale, au signe prfes, k la 
somme des projections algdbriques des forces P, P', P", •••> cest- 

OKuvres de C, — S. II, t. VI. ® 
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tante cherch6c. Ot*, lcs droites ainsi eonstruites stir le plan on sue |’a\<. 
iixe etant Svidcmment les projections des droites eonstruites tl.-ms IVs- 
pace, on doit conclure quo la resultante ties projections dos forces I*, 
P', P", ... surceplan on sur col axe esl prerisement la projection do 
la resultante do ces memos forces. On pent done emmeer la proposi- 
tion suivante : 

Theorkme II. — Plasma's forces P, P‘, P . ... Stunt aj>pli,pt, i v a un 
meme point, suivant des directions quelconqncs. si on les pnjette, ainsi t/ar 
leiir rdsultante R, sur un plan oil sur an arc don nr, la projection d< cette 
resultante he sera autre chose que la resultante dr /curs pnjction\. 


Pour montrer unc application do e,e tlienroine, snpposons qnc {'on 
projette a la fois, sur I’un des plans eoordonnes, nne force et ses tmis 
composantes rcctangulaires. Comme, panni I os projection*, de ces imi* 
composantes, Pune sevanouira, les deux autres projections, respcrli- 
vement egales aux composantes qui lour correspondent, aur.oit neees- 
sairementpour resultante la projection di* la force dnnneo. 

11 ne reste plus qu a tradmro on Analyse les resitliats que u<ut> ve- 
nons d’obtenir. On yparviendra s«us peine, euayant egard aux obser- 
vations suivantos. 


Pour que 1 effet d’une force soil eompleleinent determine, il ne .sul- 
fa pas de connaitre son internal^ son point duplication et la droite 
suivant laquelle elleagit. II faul encore savoir dans quel sens die est 
dingee suivant cette droito ou, on d’autres tenues, quelle est sa dine- 
tion; car deux forces qui agissont suivant urn* meme droite penveut 
etre dirig6es en sens contraires. Ainsi I’m. pent dire qn’mie seule droite 
comprend deux directions diirerentes. et Ton n’oldient q„’ Ufl< . seule 

de ces deux directions lorsqu’ii partir d’un pointilonne o„ prolouge in- 
d6finiment cette droite dans un sens determine. 

Sou™t on appelle aw uno droito meneo p»r ui. |w ii,t 
o.,i espace et prolongdo indefinhne, loo do,,, N„„» dil, 

Doinf mM' 6 cette ®®P* )ces0 ^ IVI8 ° en deux rfrmwrx, uhnulinwint nil 
pent <pe 1 „„ consume, et dont C |, ac , m M (|an> 
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un seal sons. Pai* consequent, eliacun do ces deux demi-axes aura tou- 
jonrs unc direction determinec. Si Ton eonsidere trois axes rectangu- 
laires des .»*, ret 5, chacun d’eux sera divise a l’origine en deux demi- 
axes, sin* Pun desquols so compteront les coordonnees positives, tandis 
quo I’on comptera sm* l’autro les coordonnees negatives. 

D’apres ces definitions, ilest clair que, si I’on tient compte seule- 
ment des angles qui renlorment au plus 200° (noiweUe division), deux 
axes 011 deux ilroil.es, traces do manibre it so couper, formeront tou- 
jours 1 ’un aver. I’aulre deux angles, l’un aigu, 1 ’autrc obtus, tandis que 
deux directions on deux demi-axes, aboutissant a un point donne. for- 
meront un seul angle, lantol aigu, lantot obtus. Lorsque deux direc- 
tions on deux demi-axes abou ti rout ii deux points differcntsdel’espace, 
ils serout reuses former eulro eux le memo angle que formeraientdeux 
demi-axes paralleles el. prolonges dans les memos sens, kpartird’un 
point unique. Cola pose, 1 ’angle que deux forces formeront entre elles 
sera tonjours eompletement determine, et I’on pourra on dire autant 
des angles formes par* uue force avee les demi-axes des coordonnees 
positives. Soient. a, (i, y ces trois angles pour line certaine. force P, en 
sorte quo 

•/ tlnsif'im Pimj^Io IUrm .1 pur In riimrlion do ootln force avoc. lo domi-axo des x posilivos, 

'(> » » » r positives, 

V " i) » z positives. 


II es(. clair <|ue la direction do la force P sera eompletement deter mi nee 
si Ton eonnait son point duplication et les trois angles a, p, y. E11 
diet, menez pat* le point, d’ application trois demi-axes parallels a eeux 
des coordonnees positives et construiscz ensuite, autour de ces demi- 
axes, trois cones droits dont les generatrices foment respectivenient 
avee ces indues demi-axes les angles a, [l, y. La direction de la force P 
dovra etre cello d’une generatrice commune aux trois c 6 nes. Or il est 
bien vrai quo les surfaces des deux premiers cones se coupent suivant 
deux generatrices. Mais 011 doit observer que, ces deux generatrices 
formant avee lo troisibme demi-axe deux angles difF 6 rents, l’un aigu, 
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l’autre obtus, unc scale sc trouve comprise dans l;t sttrla*'** t!ti troi- 
sieme edne. 

Lorsque les angles a, (2, y sent eonnus aver Tinten.site de la torn* I*, 
on en deduit encore les valours <les coniposante.s rertangnlaires de la 
force, ou, en d’autres tonnes, ses projections sur les axes, e! menu 1 le 
sens dans lequel chaoune do cos projections est dirigee. Considerous. 
paroxemple, la projection de la force 1* sur 1’axe de.s , KUe sera, d’a- 
prijs un theoremo de Trigonometric, egaleau produit de eette force par 

10 cosinus de Tangle aigu qu’elle forme avee Taxe »lont il s’agit. Or la 
direction de la force P forme avee les deux deini-axes des .»• positives et 
des x negatives deux angles supplements Tun de Taut re, dout le pre- 
mier est repr&sentti paroc, ot le second parr - - 1 , En consequence, la 
projection de la force P sur Taxe des .»• se trouvera representee, si 
Tangle « est aigu, parle produit Pens*, et si Tangle * est obtus, par 
Pcos(r — a) = — P cos a, e’est-a-dirc, dans les deux eas, par la valent* 
numerique du produit 

Poos a. 

11 est d aillcurs evident quo volte projection sera dirigee dans le sens 
des x positives, si I angle « est aigu, dans le sens ties .»* negatives si 
1 angle a est obtus, et quo le produit Pees* sera positii'daus le premier 
cas, negatif dans le second. En resume, It* protlnit Pros* sera equiva* 
lent a la projection de la force P sur Taxe ties .r, prise avee le signe \ 
ou avee le signe — , suivant quo eette projection sera dirigee dans le 
sens des * positives ou dans le sons des ,r negatives. 

De meme les produits Pcos^, Pcosy seroat resperliveiueut t'*gaux 
aux projections de la force P sur les axes ties e et 5 , prises tauldt avee 
le signe -t-, tantot avee le signe — , suivant quo eliacune tie ees pro-- 
jections sera dingde dans le sens des coordonnees positives mi nega- 

tlVGS* 

Les trois produits 

P cos a, P cos ft, Pcosy, 

dont on vient de montrer la signification, sont ce quo nous appollorons 
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desormais lcs projections algebriques de la force P sur les axes des x, des 
v et des s. Comme les valeurs num6riques de ces trois produits repre- 
scntent precisemcnt lcs composantes rectangulaires de la force P, et 
quo ces trois composantes sont lcs aretes d’un parallelepipede rec- 
tangle qui a la force ellc-m6me pour diagonale, il est clair que la 
somme des carres de ces produits doit etre egale au carr6 de P. On a 
done 

l >! = P 5 cos 2 a. + P 2 cos 2 j3 + P 2 cos 2 y. 

On on conclut, cn divisant par P 2 , 

( 7 ) i = cos 2 « 4 -cos 2 (3 4 -cos 2 y. 

Cette derniere equation exprime, comme l’on sait, que «, p, y sont trois 
angles formes par une ineme droite avec les axes des coordonnees. 

Considerons a present plusicurs forces P, P', P", . . . simultanement 
appliquees a un point materiel A. Soit R lour resultante, et supposons 
que les forces 

P, P\ P% .... H 

ferment respectivemcnt, avec le demi-axe des x positives, les angles 

«, of, a, 

avec le demi-axe des y positives, les angles 

(3, (3\ (3", .... h, 

avee le demi-axe des s positives, lcs angles 

y. y'> y"> • • • * c - 

Si l’on projette ces diflerentes forces sur I’axe des x, la projection 
de la resultante R, etant la resultante des projections des forces P, P\ 
P", . , . , sera equivalontc a la somme do ces derniferes projections 
prises tanl6t avec le signo -+-, tantot avec le signe — , suivant qu’elles 
seront dirigees dans le m6mo sens ou dans le sens oppose. D’ailleurs, 
la somme ainsi obtenue sera 6videmment 6gale, au signe prfcs, & la 
somme des projections alg6briques des forces P, P', P", • ••, e’est- 

OEuvres de C. - S. II, t. VI. 8 
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a-dire, a 

Pcosa + P'cosat' -|- P'eosjf ; .... 

puisque, dans cette seconde somme, deux Corn's dont les projections 
sont dirigees on sens conlraire fournissenl toujours deux tonnes dt< 
signes differents. Ajoutons quo los deux soinmos sennit nHeetees <1 it 
meme signe ou de signes contraires, suivanl quo la projection <lo hi 
resultante agira dans Ie sens dcs .r positives ou dans lo sons t |os .v 
negatives. Cette projection (itant elle-meme egalo an prodttil 

It cos a 


pris avec le signe 4- dans le premier cas, ot avoo lo signe dans lo 
second, on doit conelure quc les doux quantiles 

Rcosff, P cos x -i- P' cos y! |. p’rosa - ' , ... 

auront, non seulement la nieine valour nuiuoriquc, inais onooro lo 
meme signe. On trouvera done 

R COS a = P cos a + P' cos »' -h P" cos st" • i .... 

En d autres termes, la projection algebritpic de la resultante xttr fa.ee 
des x sera equivalents a la somme dcs projections a!gehi,p,rs des eornpo - 
sanies sweet axe. La mdme relation devan l evidernment subsist,.,- ontro 
les projections algebriques des forces 

p > 1*'. I", ..., It 

sarle, axesdesyet de, 5 , il Eclair 0«, Illotioll 

pourra jomdre celles qui suivent : 


R cost* = P cosp -h P' cos (3' -|. p* C08 r 5 « , 
R cos c = P cos y ■+■ p' cosy' + 1»" y» , . 


Lorsque les forces. P, p', P", 
rection, les trois Equations 


• • • sont connucs en grandeur et en di- 


j R cos * = p cos « H- P' COS «' -H P' COS , 

I R cost* = p cos |3 +• P' cos P* cos^-i-, , 

( R cos c = P cos y + P * cos y, + p , C0Sy , + ' ‘ ’ ’ ’ 
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servant it determiner immediatement la grandeur et la direction de la 
resultaute. En (diet, on eonnait alors les seconds membres des equa- 
tions donl il s’agil, et si, pour abregcr, on les designe par 

X, Y, Z, 

on aura simplemont 

(()) Ileus// -X, It cos b ~~ V, Itcosc=:Z. 

Or on tire de ees demicres formules 


It* ( (•.(!«*« • I- cos* b H- COS* C ) X* -I- V* 4- 7J, 

on, parce quo les angles //, b, c sent assujettis it l’equation de condi- 
tion cos 2 //. • I- cos ~b -t- cos 2 /' - i , 

(UO It*.-:X*-l-Y*-t-Z*. 


On aura en consequence 

La valour de It elaul ainsi determiuee, on obtiendra les angles a, b, c, 
dont ehaeun renlernte an plus aoo", par le moyen des formules 

X . Y Z 

(l«) COS" n ’ COS// --- ij-' COS C ~ — . 


On voit par ees formules quo les cosinus des angles cherehes seront 
positifs on negatils en memo temps quo les quantiles X, Y, Z qui leur 
correspondent respeetivemenl. Par suite, les angles//, b, c seront aigus 
oil oltlus suivant quo It's quantiles X, L seront positives ou nega- 


tives. 

Lorsqne, dans la formule (to), ou substituc pour X, Y, Z leurs va- 
lours, en ayant tigard aux equations de condition 


(i3) cos* a ■+• cos* (3 -l- cos*y ~ i, 


cos* a! - 4 - cos* (3' -t- cos*/ = r , 



09 

RtSULTANTE ET PROJECTIONS I)K FORCES 

on trouve 



/ R s = P ! 4 - P' s 4 - P'' 8 -+-••• 



i + 2 PP' (cos« co s a' -h cosjS 

cos,?' ( cosy cosy' j 

(i4) 1 

| 4- 2 PP" ( cos a cos a" -1- cos |3 

i _ 4 _ 

cos ,3" 1 cosy cos-/') 

1 

4- 2P / P"(cosa'cosa"-h cos , 3 ' 

c.0Sj3" j- cosy' cos y* } 


-b 


Dans Ie cas particular oil la rosultantc R est fbrinoe settlement par la 
composition de deux forces P, P', 1 ’ equation preen I on to so roduit a 

(io) R* = P 5 4 - P' ! + aPP'(cosa cos a' + cos (3 cos ,3' |- cosy eosy't. 

Mais, en vertu de l’equation ( 5 ), on doit avoir aussi 

( 16 ) R s = P 8 + P ' 5 -i- a PP' cos( P, P'), 

la notation (P, P') designant l’angle o.ompris enlro los directions dos 
deux forces. Les deux valeurs precedentos do It 1 dovant otre ogalos, ou 
en conclut 

( 17 ) cos(P, P') = cos a cos a' -|- cosj3 cos ,3' 1 ■ cosy cos/. 

Par consequent, pour obtain' le cosirius de I' (tuple conipris c/itre deux 
directions, il suffit de multiplier dciuv a deux la cosinus drs (tuples t/ue res 
rrdmes directions foment avec les derni-axes ties coordon fives post fives, et 
d ajouter les prodiuts. On se trouvera ainsi ranieno a mi theoreme ooimti 
d analyse appliquee. En vertu de ce theoreme, on aura encore, dans lo 
cas general et quel que soit le nombre dcs forces P, P\ P", .... 

cos (P, P ) = cos « cos a!' + cos j3 cos (S' • 1 - cos y cos y", 

* »*«*.*.*, 

cos (P', P") = cos a! cos a!' + cos {3' cos (3* -b cosy' cosy*, 

Par suite, liquation (14) deviendra simplement 

( ,8) j R ‘ = P ! + p,s + P ffi + . . . + 2 PP' cos ( P, P' ) 

( + 2 PP' c °s(P, P') 4- — b aP'P" cos(P', P') 



A l'P LI QUIZES A UN SEUL POINT. 61 

A in si, le caird de la rdsultante de plusicurs forces est 4 gal a la somrne des 
carrds des composanles, plus a la somme de leurs doubles produits respecti- 
veme.nl mulliplids par les cosinus des angles compris entre les directions de 
res mdmes forces compardes deux a, deux. 

Les composanles rcctangulaires cle la resultante R, ou ses projec- 
tions sur les axes des x, y, z, etant pr6cis6ment 6gales aux valeurs 
nmneriques <les quantites X, Y, Z, il est facile d’en conclure que les 
projections de ccttc resultante sur les plans coordonnes respective- 
mcnt perpendiculaires aux memos axes, c’est-a-dire, sur les plans des 
y, z, des z, x et des x, y, seront represents par les expressions 

\5, v/xJTT 2 . 

Nous venons de rappeler cellos des proprietes des resultantes qui 
sonl relatives aux projections. Dans un autre article, nous examinerons 
les proprietes relatives aux moments, et nous developperons, a ce 
sujet, la theorie des moments lineaires. 



APPLICATION 


\n 


CALCUL DES HftSUMS 


S0MMAT10N 1 )E PLUSIKI : HS sriTKS. 


Soientf(a?, s), F(«\ s) doux lone. lions donnors des variables ,r, <*t 

n un nombre entier quolconquo. Supposons «i*«iill<>urs qu’aprrs avoir 
developpeleproduit 

tf(.r,5)-i-f(*,.r)]»l-\.r, g, 

a l’aide de la formulc <Lu bmome, on diilorentie n fois H.artm des 
terraes du developpcment, savoir : le premier terme // fois par rapport 
a x, le second tcrmc n - 1 fois par nippoi-t a .r et line fois par rapport 
a s, le troisieme terme a - a fois par rapport a .r et deux fois par rap- 
port as, etc., enfin 1 c dernier terme n fois par rapport a 5 . Alors. <•» 
faisant, pour abrcger, 

f{x,z) — tt, f(s, ./;)»■; r, K(,r, 3 1 . 

on obtiendrada suite 

ftys= 2 . 

'* T °“‘ rfoi " 10 “d™ 1 d ™ ““Itm four. 
It le moyen de determine, facilem.nl cello 

-- 

. Seient r une yalenr commune attribuee aux variables x, h s la vn- 
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lour correspond an to do la sonnne destermesqui composent la suite ( 2 ); 
oil sorte qu’on ail 

s-. < )n( 1 « nr) »(n-t) d*(u»-*i*w) , £>•»(>*«.) 

<)■>'“ > Ts t .a ’ 

dans Id cas oil Ton suppose, aprtss les differentiations, s —w — s. La 
I'ormule (-.>.8) do la page ontrainera l’equation 

« . <)''( ll'" »>" tv) r r u"‘ ('» tv 

1 I // m) ().V ,n ()z n m (( (;!» — ^ J/ 11 M ^ 

dans laquollo les <I<mix signos £, sont rclatifs, l’un a la variable a-, 
I’aulro ii la variable s; el, par consequent, la formula (3) pourra etre 


remplae.ee par 

la suivanlo 


n” o» 






.. 1 . r r 

ll" "" , (’IV 

I'D S' 

r . 7 , . ;> / 

00 U (, r . 
J -h 



1 

. 1 . 1 * p 

0” CT' 



f(.r~ 

-.V)l(((s — .(•)«+*)) 


(loninie on a, d’ailleurs, 

it* n H 1 i’H 

{•*■ •A , .i" ii (i .v) ' {.a snT-»7 ■ 4 ‘ (Tif'—'i ) (3 

1 u n *’ 1 ( z — ,s) n 11 ( j: — s)'*-* -1 

(./• .Vj‘ n, (3 A’)"' 1 tl(z — A') ■— (’(,/* — S) ’ 


on tirera dc la formule (4) 

. ^ p p 07 1" 1 1 ( Z A’)" 1-1 - - l\V n H (,r * ~ A‘) w ‘ l 1 I 

‘ «(s • #) — »•(*•—#) (( ( X — •0' r ^ r )TU^'- >'• )“ +I ) ) ‘ 

Faisons maintenant, pour plus de commodite, 


('ii 


df( : r,£) 

d,v 




d f(d?, g) 

Os 


= >.(■*• *)■ 


Si, dans l’cxpression 

, . tv« n ’ l t [ f(a:, *)]' ,+l FQr t s) 

' ~~ (s — s) t 
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on considfere s commc soldo variable, eelfe expression represeutern 
une fonction de s qui devicndra infinio pour 5 .r, **I dont le residu, 

relatif a la valeur a? de la variable s t sera 

[l‘(.e,.r||*" Ft.r, .» i 

^ T(x~x) —Jx-s) 1 91./', ./'i /( /'. ' ll 

Or, si, apres avoir divise co residu par 3 .r, on designe par «..»•, s ■. 

la difference entrc Texprcssion (7) el le quotient olitenu. on, en d’au- 
tres termes, si Ton pose 

K ’ K *-*- 1 

u(s — S) — (■’(./? — s) 

[f(.*, x)"+' \ V(x, x) 1 

f(iT, J?) — (iP — ./•) ■/ > l./'../'!l 1 ‘ * 

la fonction vs(x,s), en vcrtu des prineipes etaldis dans mi prtVedeiil 
article (p. 33, 34 et 35), conserves une valeur Unit* pour : .«■, quel 

que soit x, et, par consequent, pour s » - ,r .v. On formera de memo 
l’equation 



(10) 


u(s — s) — f’(cr — s) 

[f(.r, ,r)]' l+l F(.r, ./•) 

( f(x, x) -- (x — s) [<p(.e, x) ■ •/(.<•, ./■) j 


1 ‘^./', A 


♦(***) designant encore une fonction qui eonservera une valeur Unit* 

pour 3 = x = s\ puis on tirera des Equations (<>) ot(to), rounies a la 
formule(5). 


S= 1. a. . .» / f; 


_U (•£.. £)]'• +1 P (./■, x ) 


00 


X 1 ( s ~0" +l (./■ - x f ‘ ' 

S — X (( ( X — Jj* •-» ))'((( S • “T)*' ‘ ) i 

■3-.-nf/n,(x, s ) 

66 ^ ’ ' ({{*-•)'+*)) (((*-*)*+) 

I.2.3...n;;j,(, r ,s) •O’'* 1 

C< -' '(((# — O'"*"* )) (((5 ~1)« ‘ 1 ‘ 


+ 1.2 


1 

V 
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On aura d’aillours evidenunent 


(ia) £ «»(.r, (((.e -*)■+*)) ~°’ 


(*») 


. ( 5 • - .»)« H — (.7 ? — S ) a+l 



/ 


(((=— Jf)"- *)) 


: I. 


Par suite, la formule (i i) donnera 

( ,/5) h : " • ‘ -"o r(.r,"i-)'-' ■'(.*-*) t9A.r, ./•) - X (*, *)] (((* -*)“ +1 ))’ 

on, co <i»i reviont au memo, 


05) 


I [«*,* )] »* ¥(&,&) 

\ f(.r, ./■) — (.•» — .vj '[ ?(.«, f) ~ xCfi a 0] ) , 
h 


pourvu quo l'oii suppose, apres Ies differentiations, x = s. Enfin, si l on 
remplaco dans la 1‘onnulo (rf>) la lottre s par la lettre s et la lettre S par 
lo second nuunbro do I’oquation (3), on obtiendra la formule 

/ ,y>(ti"w) n <)"(u n *«’«’) . , « d a (ue n ~Uv) , d’ l (v n w) 

H ' 7 ~ <hr“ ' Ti' foe ■+■ ~ d^~ 

('<>) \ [(•(.lyr)]"* 1 F (.-»,./■) ) 

I { ( .r — s) | >(:r, x) - y. (f, fjj i 

\ ' ~dx n » 

qui subsiste Loujours quand on suppose, apres les differentiations, 

5 = X. 

Pour montrer une application de la formule ( 16 ), designons par 

U, V, P, Q 

quatre fonctions de la variable x et par 

t>, V, t 

ce quo deviennent cos mSmes fonctions quand on y remplace la va- 
riable x par la variable s. Alors, en posant 
(i 7 ) ii = U<?, e = t)V, w = P%., 

et substituant, aprfcs les differentiations, la lettre s k la lettre x, on 

QKuvrei de C. — S. II, t. VI. 9 
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r6duirale premier membre de la formula p(>), il'aimril an polynbmr 

n d(W<? n ':•)) </" '(I " ‘MM 
^ < dx" + 7 ~ “ 


dz 


d.r" 1 


n d(UV " 1 IM d" ‘(V>" 1 ) (( d"[ v»" 4 i 

i d.r dz" 1 m dz" 

qui renferme Ies deux variables x el s, puis an polvm'iitic 

Y , 0 ^(U»P) n rf(UV»-‘Q) d> ‘ M « 'MM 
V dx" ' l_ 7 dx "■ dr""' ! ’ ‘ ’ 

-i- !! rfCPV"* !*) <f ‘(II* ‘VO I Vnl , d"ii " <,n 
7 ({ST d.r » < ’ ' » ' ' 

qui renferme la seule variable x. Comme on aura, d’ailleurs. 

, d\' 

1 d;' 


_/„ , Oil 

* ( ‘' l3) = 3 S= ,? S' 

zA->'> -) 

<)$ 

par suite, 



9 (*,®) = V^, 

X(.r,.r) 

1 ,A 

1 dr' 


le second membre de la formulu (i(>) so reduira evidniiiiiiniil ii 

PQ 

'/U i d\ \ 
d.r V d.r ) 


d fl 

u 


i 

L 


Ox" 

Par consequent, la formula (16) donnera 

V»Q j- ” 4 (Uy»-‘ Q) d" 1 (U« • VI* i 

^ x ' 1 i dx d.r" • 

^(U‘V« -»0) rf«- «fIJ# s\ um 
i . a ~xzr . 


+ ■ 


dx* 


08 ) 


1 


dx" * ' 

g_( n ~~0 ^(U s v." -»I») d" *V*(J) 
‘•a dx * dx>r~r - 
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Cello dernibre Aquation subsisto, quelles que soient les fonctions de x 
representees par l\ Q, U, V, pourvu quo, dans le second tnembre, on 
suppose, aprgs les di Horen tiations, s=.x. 

Si, dans I’equation ( 1 8), on prend U = i, V = r, on obtiondra la 
formule connue 


('!)) 


< ) ,/" 1> -|- - (IQ d" - ' P 4- ^ d* Q d'> ~* P • 

'■ 1 I . !>, 


j "dPd«-‘Q + Prf»Q=rf«(PQ). 

\ 1 • 11 I 


Si I on supposait, dans la memo equation, 

11 VV«, V™WP, P = wr, Q = W 8 , 

W dbsignant une Ibnelion de la variable x et a, (2, y, & des exposants 
quelconques, alors, en la i sunt, pour abreger, 


|3 — a, nx + y — r, n a+<3 — s, 


on Irouverait 


(’.«0 


d »( wo n d( d"~'(W- a ) 

I w*""- 7 u <&»-« 

n(n — i) ) d— ( W'- ig ) 

I" " i7a dx* dm*-* 

n(n — i) d } ( ) d^H 
~ dP 

„ d( W'-t*- 1 )") 

7 ~ f/7 d;S n ' 1 dx’ 1 


f ’VM'MS-na 

w 

7 /T 7 _ _ 


On pout encore Atablir directemcnt la. formula (20), en posant dans 
1’ equation (18) 

u = 1 , v =: w -«, p = W '-, q = w *. 

Concevons k present que l’on prenne, dans la formule (20), W = e*. 
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Alors, en divisant les deux membres de edit* fWritiule par IVxpouen- 
tielle 


<! 


ins n ttU‘ 


on trouvera 


r«+j (/• — a)»-‘fs— (« — i)a]+ — -■ - (r wO" -|.v <« ... 

+ (^ _ a a)»- s [/■-(«-• a )rf J* l ~t.v <tV *1 /* (» 1 1// { ; ,v< 

d«|[,_ < ,(. P _ 3 )] iflf** ""H 

— Mn-s-na)ac .. 

— <).*" * 


puis, en ayant egard a l’equation (r<)), el posant, a pres les (liU’erentia- 
tions, z — x, on obtiendra la formula 


i — a)" -1 [$ — (« — 1)«] •+■ (>' ««)* *!*• (« 

j + 2a ) B_s [ / ' — (« — a)«]*-l- jin «)" ' | ' (« U «1 i a'» 


— (/•-(-$ — «a)“ +««(/* + ,? — «a)“- '+ w(« -• i .v >- tut)" * i « , , ««» 


Si l’on fait dans cetto dernibre 


/• = a.r, s tty, 

elle se rbduira simplement a 

x a + -(x — I )"- 1 (j — » + 1 ) •+■ '■ —J 1 • (•* — a )“-»(.)' •• • n t- a)* * . . . 

(22) / n(n — i) /> 

+ — nr— (r- 2 )'‘- , («-«-ha)»H--o<~,)/*-i( U .„.. / |.. h , ) , 

= (* +/-«)“+ n(x +y - /<)»-• +/»(« — !) (, c +>v ■ - « )« * t . . . . 4- , . , ;t . , . ,, 

L’equation (22) merite d’etre remarqube. Lorsqu’on v suppose 
x+y = n, elle reproduit la fomule connue 

(23) i)» + ^~ } (x — - a)“— , , , ±(j» — m)*;s£ 1 , 2.3. . , «, 


1.2 



A LA SUMMATION I)E PLU8IEURS SUITES. 


69 


Si Toil supposait au contrairo x -t- y = n 4- i , on trouverait 

( — — (./; — i)"~ 1 lx — 2)4- — — ( x — 2 )'* _a (ir — 3 ) s — ...±(x — n — i)' 1 

(•V,) j 1 *■* 

( t -1- n -|- n (n — i) -+- n(n — i) (« — a) +. . .4- i . 2 . 3 . . . n. 

Conoovons encore quo, dans la formulo (20), on pose W = x. O11 
on tirera, on divisant los deux raembreg par x rJrS ~' lf - n ^'\ 


/•(/•— 1 )...(/•—« -I- i)-H y (/•—«)(/• — «— 1). ..(/• — a — « 4 - 2) [.? — (« — 1 )«]+... 
+ i t (j_rt)(,(_a-i)..,({-a-tt+a)[;'-(/i-i)a]+,!(s-i)...(.t-« + i) 
,)"■ \\az — {ci — i).r]“ , .r M ''-'" l+ ' 1 j 


: \ n (‘ l *■ '■*) 


dx il 


puis, on ayanl, egard a l’equation (19), ctposant, aprbs les differentia- 
tions, .5 x, on trouvora 

/•(/• — 1). . .(/•— n -H 1) -I- j (r — a ) (/• — a — 1). . .(/' — a — n 4- 2) [a- — (/t — i)«] 4 -. . . 

4- " (.t — «)(« — « — 1).. .(« — « — n + a) [r — (« — i)fl] 4 - i(i — i). ..(« — /» -I- 1) 

— (/■ 4 - s — na -h 1 ) (/• -l- * — na ) . . . (r 4- s — na — n 4 - 2 ) 

4 - n (<* — 1 ) (r - I- Jf •— na -h 1 ) (/' -I - s — war). . .(/• + s — wa — n H- 3) 

— !)(«— !)*(/• 4-«— ««H-i)(r4-J5 — wa)...(/'4-i — «fl — « + 4)+...4-i.2.3...«(a— i)« 

Si, dans l’dquation (a 5 ), on prend 

a = f , - /i -1- 1 = ,v — n - 4 - 1 = J, 


on obtiondra la formulo connue 


( 36 ) 


x{x + i)...(.e + n — i)4.“«(a + i)...(* + »-a)/ 

+*!)•• •(* +■ /J — $)y(y ■*■*)+•■■ 


1 .2 


4 - x (x + 1 ) y (y -T-O- • -O' 4- « — 3) 

4- + 0 - ••(/*+-«*— a) ■•(/ + « • 

— (d; 4-y) (a? 4-y — I) . . .(a? 4 - / — « + «)• 
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application 


in PA I.OIL OKS 


ItKSIlH S 


Si I’on fait au eon train 1 




ttzr.fi \ 1 el i > 111 <■ 


on trouvera 

j hi \ r h h n > U 


(V) 


!±S- — l 2 (, r — a/*) (.»•;-*« A i 'h » • • 


' 1.2 

I db (,r — nh) (^.* — nh — i). . . l n 11 

' . ~ O .. Am 


[ . 2 . 3 . . . n.h ri > 


Cette dernibro formulo pent Aire farilrmeiit elaldir par lr ealrul au\ 
differences finies, ct nedilfero pas <Ie I’equation 

( 28 ) A" [(x — nh)(x — n/i~i)... (.* nh n » nj i . h.i Y»-*\ 

qui suppose seulemont Lv ~ h. 

Revenons a l’equution (18). Si, dans r.elte equation, on rrmplare 

p I )ar 77, > 0 par y, el l par AW. 
on aura simplement 


(29) 



W".l>) __ « rf(\VQ) 'Pi 

c/.-fi" * 1 tl.r tf.r" 1 

h(w-i) <P(W‘Q) <f" W« ’P I 
i.a dr 1 tf.r" 1 


n(« — 0 «P< W»P) (/■' s ( W« *<.» t 

i.a ~ dr 1 tf.r" 1 

n < ^(WP) d"" 1 ( W” "* Q > „ d n ( W" Q I 

* ~ die. ~ "* ,i,.n 


d* 


1 ■ 


PQ W « 


■(*■ 


, rfW 

:) W7/.7 




Concevons maintenant que, s designant une quantity queleoti(|U(', et it 
une fonction de la variable x, on prenno 



A LA SOMMATION DE PLUSIEUItS SUITES. 


71 


Hion n’enipeehera do supposcr, apres los differentiations, s — x, ou, cc 
qui roviont an memo, do supposcr, avant los differentiations, s — x. 
Or, dans cel to liypothbse, l’cquation (29) donneva 


( 3 1 ) 


1 (/''(QltW'M 
dx" 


I 

\ 


i 


r/" ( W" It) n djjWQ) W"- 1 !!) 

' d,r" *” 1 dx dx"~' "* 

n irf(WIl) n d"( W»Q) 

' " 7 " dx (ix n 1 dx' 1 


r Avi 

<)" (x~s) W«-'Rt- 
v ' dx 


V • -,)X‘ 

n (/(WQ) 

l 

)W-»S] 

1 dx 



wl rfWl 

n d( W*-‘Q) d _ 


1 * 

&» ’ 


5 devant otre rbdnit a <v, aprbs los dillerenliations. D aillcurs on a ge- 
nbralement, sous cotto condition, on vcrtude la formulc (iq), 


d”»| (^-s) f(^ )] ,.^ tn dm ~ l ^ x) 


Ox" 


dx'"- 1 5 


ol, par consequent, 


/W] 

O'" I ( x — =) W" 1 1 It J 


d' n ( W"' H ) _ 

tlx" ~ dx" 1 


' dx™ 


d m ~ l | 


in - 


dx m 


dx 1 (f"‘ , (W*lVj 

dx m ~' ’ 


IV design ant la derivee de R par rapport a a?. Done l’equation (3i) 
pourra (Hro rbduito a 

rf«fORW '0 ^ j»--t(W»R') , n d{ WQ) ^-"(W^R') + 

dx" Q dx"-' 1 dx dx - » 

+ - w it assn dx n 

Si, dans cette dernibro, on ^change ehtre elles les lettres Q et R, on 


(3a) < 



7*2 
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aura encore 

I rf»(QRW") H' v " ’H' ... 

\ 7(x" ^ 

(33) j ,, f /(\VlU <>■' *l\V« '<)') , u ‘t W "O't 

( + 7 ■' </./• r/./" 5 ’ dr" ' 


Enfin, si Ton remplaee, (Ians requation (da). U parQW et « par n 
on en tircra 




i QRW— «WQ _ QW , ^(W-> KM 


(34) 






.i-'.wir* 5'' Vr'' >■<"’ 

1 </.r" * 


'(\v« »y\\\ 

</.# « * 


puis, en retranchant de l’oqualion (3u) la forutuli* i * ? multiplier 
par n, on trouvera 


(35) 


dx n ~ l 


’IP) 

v 71?"' '■ i ' * dr* » 

/<(/<-!) rf(W «QM ‘('V” ’in 

’ i . ’>, r?.r f/.* " 1 

n(n --i) d()\n V) d" *0*> 

l_ t . a ( Ir dr" x 




-1- - Wit' — 
1 


*(W« ’</) 
™dr" '»*' 


t „ ’('V 

1 U dr- • 


On peut verifier directement ces divorces fortuities pour <les valours 
particuli'eres attributes au nombrc entior n, par exempli', pour tes va- 
leurs n = i, n = 2 , n = 3, .... 

Si, dans les equations (3a) et (35), on post) 

Q = e rsc , It sz c", W t!*, 

on en tirera 


I (r + ^ + «) B — (/-H-ra)" 
s ~~ 

= (* + «)*-’ ■+• ~ {r + i) (s -I- n — i )«-* 


n(n — t) 


(/• + 2)* ($-(-« — »)»**■+....+ ”(/’4*rt -«)"■ 


1.2 
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<*l 

1 ( r 4- s) ( r +• £H- / Q"" 1 — / • (r -h n) tt “ l — ,v (g -j- h)' 1 ” 1 

/\9 

“ ( ,s ‘ ~l~ n 0" 2 ~h ~ - - (/’ 4- a) (.y -h ;i — + « • * 

| -|- - (,v -f- a ) ( /* 4- n — a ) n ” 3 4- — ( /' 4- /i — i)'* -2 ; 

\ i ■ i 

puis, on prenaut .v = r, on conclura do l’equation (37) 

i ( •>. r -h n Y 1 — ( /■ - 1 - nY~ x 
r 

v . ••••■■: Y (/• -I- « — I )"■'*+ -I" ») (/• + « — a )*-* + . . . 

| _j. 'J UL-j) (/•-(- /t _ a)» -» (/• + a) -1- ^ (/’ 4 - « — i) 7 ~ a . 

Si I’on fail, main tenant /* = o, on trouvora 


13») 


a (it — I )/i rt ~ (« — [)«-*-)_ 'lil — fi a' (« — 2 )«-3 4 -. ; , 


-+- lillL — l) — a) n-J a l + - (« — 0 “ -5 . 

1 . a x 


Si Ton pose, dans l’cqualion (33) 

Q •.-= It = x>, W = .r", 


on on tirera 


(.'■<>) 


(/• -h.v) (/•-(-.« ■+■ an — n ■+■ x). ..(/•+» + cm — x) ) 

• /• ( /• -l- i-M — n -I- 1) . . . ( /' h- fm — 1 ) — .v(.v + an •+• 1) ■ . . (s + an — x) j 

rs 


— if [,v -1- (n — — 1]. ..)> + (« — i)a— a + 2] 

-h - l ) [,? - (/i — 2 ) a — 1 ]... [*•+■(« — '■*)« — 11 - H 3 ] (/■•+• 2 a — •)+ 

•+■ lj). [/■-)-(/{ . — a) a — i]...[r + (« — a) a — n + 3 ] (sH-a«r — 1) 
+ ^ [;■ + (« — t) a — 1 j. ..[/■•+* (« — 1 )« — 11 +• 2]. 


Lorsqu’on prend dans liquation (4°) 


az=i 2 r = x, s = y, 

on rctrouve la formule (2 G). 
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sun IINK FOKHH.K 


AKI.AT1VK .V I.V 


DETERMINATION I)E$ INTER RALlvS SIMPLES 


rniMj. 


ENTRE LES LIMIT BS o ET * I)E I.V Y.VIU AIH.K. 


Dansun Memoirc sur la conversion des dillYuvnees fuiies dos puis- 
sances en integrals definics, j’avais utalili mi flieoivnu* quo jo vais 
rappeler ici, et a l’aide duquol on determine faoilrment los valours do 
plusieurs integrates deflates. 

Theorems. — Soilf(.v) nne fane turn donna' dr ,r ; <•/ sttpposons rptc, 
n designant un nomine enlier tptelttonque, on patvbnnv toujonrs it ohn-nir 
en tenmes finis la valeurde V integrate 


(u A,„~/ ) dv. 

On pourra en deduire la valeurde l' integrate. 

et cette demiere sem determine par la formule 


( 3 ) 


( B,„— A 0 + A (« + a)( iM-Q„( ff ... t) 

J «.3 8 iTSX? Al ' ■ 

I + (_i w ~ 2 ) (a/I -- 3 ) 

' I .!» 


* , 1 . . 


1.3 
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iV ^ ’ 


dx 
x ’ 


On lirora do la forimilo (1) 

»A _.>•“/(.>-) <fr=jf (*- ;)“(*+;)/ [(■*-;)’ 

ct do la Ibrmule (a) 

« 

On a d’aillcurs, quel quo suit z [voir Y Analyse algdbrique, p. 233 ), 
( ; ) cos ( n -h i ,l 3 cos z 

cl, commc, on posanl 
on trouve 


( '« n h- a ) a n . , (an -h 4 ) ( 2n + 2)a/i(a/i — a) . , 

i • • - — sin 2 5+ i -t-Ll Z__i- — i ism 4 -- 

).a i. a. 3. 4 


c s 


cos s 


sin s v ~ — ( x — - ) > 
a\/-i\ *} 

cos ( a n -4- 1 ) 3 =; (v in + [ + . 

on lirora do la formulc (7) 




1 V ( n -+- a)(n -t- i)n|> — 1) 


1. a. 3 . 4 


(*-?)'■ 


Si maintenant on mulUplie les deux membres de l’equation (8) par le 
produil/[(*-j)*]~. et si Ton intfegre ensuite entre les limites 

x = o, x s= oo , en ayant 6gard aux formules (4) et (6)> on obtiendra 
* precisdtnent la formule (3). II est bon de remarquer que, dans cette 
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formule, 1c coefficient do A a „„ m dosignant mi umuhn* ,. n ti**r q„ol 
conque, sera generalumonl ' 


(q) ( /2 + />0 \ n. H- m — m i 

Jr a. 3. . .(»///) 


M fff | 

1 « '* * * • * I ft Hi t 


GorollaireL — So it 


A-n ? 

s designant une quantile positive. On Imiivora 


(io) 


J 0 


W (lv 


!i,V a 


Aj/„= f <> A >" <! *■>' (If . 


. . ( ♦ /// M 
• t l i 1 


( r ') r ur ,, 

et, par suite, la formule (3) donttora 




* ;r 1a d r — 


- tt.v 


3,V 


i H- ( \ V , l » 1 0 i » i i ) /, , ,i , , t , i 

V *.v ' 


i 


riTT «"•»«*• (Wrl,, III- K , 

Calcul integral de M. Legend,,., p. ) 

Corollaire JI. - Si l’on pose successive,,, onl 

/(*) = e-'*cos u, /•(*)««. «^ Jll/>ri 

* iirm <■ i > 


■ («3) f «*» ,“*(*■“) cosif.»_LV^, r i.)' f , 

\ *) ' i U t ' K ~ ) dr. 

et, par suite, les valeurs des integrals 



DEB INTEGRATES SIMPLES, ETC. 77 

On parviendra, do cello maniero, a dcs resultats quo I’on pout deduire 
dircctcmcnl do [’equation (12), on y I'omplacant x par s-ht\J— 1. 

Corollairc III. — Si Ton post' 


f(.r-) — e w *cos t.r, 

s designant lou jours uno quantile positive, on aura 


(<“*) 


/*» so V l* 

a-™* cos lx cl.r e 4 v , 

- o 2 S l 


/•" — * /)*«* f* **r 

( i <> ) A „„ ~ / .r s "' « c.osi.7! - /} . 2) „ > 

as 1 01 

(17) Rj,,-- / .7 ,s ”t' ' ('* cosf.r rf.r — e 2s f j--" e *C* + ‘**)cos LxcLt. 

* 0 Jo 


el, par suite, la lormule (3) donnera 

X* n t! ' ,r " d/ (50S IX dx 


(-«)■; 


3.V 1 


■- 4s * (// +-' 0 (/*“*-i ')/*(/* -0 

r . a t).!* i.a.3. (\ di'* 


- 1 

g~** 

)/- -J 


Si, apres avoir eHoetuo lea <li (fore n t i a ti o ns indiquees dans le second 
memln'o do la forinulo proecdontc, on pose t — o, on relrouvera, com me 
on devait s’y attend rc, I’equation (12). 
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Dans le Memoire deja cite (p. n\), et rolat if a In conversion des dif- 
ferences- finies des puissances on integrates deludes, j’ai eonsidere tin 
nouveau genre d’integrales quo j’ai designees sous !<• until d'tnfvgrtilcx 
extimrdinaim, et qui out quelquos rapports aver le ealeui des residus. 
Je vais indiquer ici en peu de mots lour nature et lettrs priueipales nro- 
prietes. 

Soientf(a?) une fonction do lit variable qui m» s’evauouisse pas 
avec cette variable, v et h deux quantiles reelles, dout la premiere 
reste positive, et n le plus grand nombre entier eompris dans r t t. 
L’integraie 


(0 


r 


rjf) 

"/•/"’Vt 


<f,v 


aura necessairement une valeur infinie. Mais, si Ton pose 


j F(«) = f(o) ■+• ~ f'(o) + ~ 


(a)- 


1 S (( 3 s )) 


•f’l 1 

■I-**, i f*? * ‘ i « » t 

I . 'I , ♦> , , , [ ti 1 1 


I'intSgrale 

(3) r h (Jr) Ff,r) 

J, *«•« ,u 

btiendia en general une valeur finic; et de plus on rerounaitra faeile- 
mentquele seul moyen de rendro finio la valeur do I'integrale (Ii), en 
prenantpour F(a?) une fonction rationnelle et entirn- de la variable ,r. 
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est do supposor F(.r) delorniinee par lo moyen de l’equation ( 2 ). Si 
Ton adoptc cello hypothesc, I’integrale (3) deviendra 



r h ru) r r (z) i -I dx 


lino soulo integrale do ce gonro correspond it chaquc valeur donnee de 
la fonelion f(.r). I’our abreger, jo. designerai l’integralc (4) a l’aide de 
la caraeteristiquo f aocentuoo, et placee devant le produit ( ^dx, en 
sorte qu ’011 aura 

(5 ) r" r f( *j .... r ini ._L„ 1 ** 

J„ Jo 1. >*“ 5 ((;" )) I *>•-»+ > 


I)e plus, jo. nornmerai [’expression (5) integrate extraordinaire; et re- 
paration par Iaquelle on la determine, integration extraordinaire. 

Pour generalise!* la formule (5) cl; la rcndre applicable a toutes Ies 
hypotheses quo Ton pent faire stir la valeur de la quantitc reello r, il 
sutt trait d’admcltro quo, dans cello formule, /-pout reccvoirdes valeurs 
negatives, el que, dans tous los cas, on designe par n celui des termes 
de la progression aritlunetique 

^ 1 * • • 1 0 , .‘l , ■ ^ , “ I, O, 1, 1?, o, tj, . « . , — t- so 


qui est ogal on immediatement inferieur tt r+i. C’est ce que nous 
ferons desorrnais. Cola pose, il est. clair que, si la quantile r devient 
negative, n sera negatif ou nul. On aura done alors 


et, par suite, 
(«) 


f(s) 


<-"(•** ~«0 ((*»)) 


— o, 


! a; 1 * 1 A x tmhl 


Ainsi, toutes los fois que l’on suppose rndgatif, l’integrale extraordi- 
naire se confond avec l’int6grale ordinaire, et le signe f peut 4tre 


remplac^ par le signe J. 
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Concevons maintenant quo I’on represenle pat* .v tint* nouvelle va- 
riable, par f(.r,$) uno fonction ties dotix variables .r, ,v, i>( par 

k „( L C ' * ”3 1 ( 3 " }).| « • i , / >' ■ * 

ce que devient I’cxprcssion (5) qitaitd on y rentpiaee f.r par f ,r, ,v). 
On aura evidemment 


( 8 ) 


dS. 

ds ‘ 


=/**'-: 

L*" 


J_ ££(£,?) p d f(3, : *) _ 


*7,/* 


d.« t -' d.v (./ i n o" f t | ,/•<* 'i > i 


I — ( h — iflfl — 

[ ”/„ ds ' J!”-l 


()n trouverade memo, en integrant par rapporl a .v en(re deux Untiles 
quelconques s — a, s= b, 

l/<r- /•* 

Is. s) its I 

dr 


( 9 ) 


/ Ar r h r h 

/ t(.v,s)(h / |*( :,s)d 

r * " 

•r" ^ jjyj* 


W tl . I 


Ainsi roil peut diilercnticr et in terror sous Ie signe f e mmne sous le 
signej. En partant do ce principo, on determine™ sans peine les va- 
leurs de quelques integrates extraordinaire*, eonttne on va le laire voir. 
Probl6me I. - Determiner la valeur de l’ integrate r.rtraordinai/v 

Co) S =fV^, 

rets etant des quantiles positives. 

Sotoon. - Soit toujours n Ie plus grand nombre entier etnupris 

nar vl + \ * * *f erencfi - " ~ r SOra n6 S ati ve ; et, en diflerentiant « Ibis 
par rapport a si equation (to), on Irouvera 


i 


d n S 
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On a d’ailleurs, en adoptanl la notation de M. Legendre (wi'rla page 9 
cl la XXXII 0 Logout de Calcul infinitesimal), 

( e.- ** dr — s r ~" T (« — /•) . 

* t) 

Cola pose, la formule (1 1) donnera 

~JF~ s ' r 


Si Ton inlbgre n Ibis ectte derniere par rapport a s, a partir de s = o, 
et si Ton suppose, aver. M. Legendre, quo l’equation 

(>3) r(/--hi) = /T(e), 


etablie pour des valours positives de la variable r, subsiste encore pour 
dus valours negatives de la meme variable, on trouvera definitive- 
men t 


0 * 1 ) 



V(n- /■) 

— 1) C« — /* — a) — ( — /•) 


=s'T(— r). 


On aura done generalement. 

(.3) 

«'() ‘ 

(brollaire f. — Suit s = 1; on aura simplement 

r , ( ^ r i'i / s 

(l<>) j c ^r+i — 1 


Si, dans la formule (1 G), on remplace r par - r, on devra y remplacer 
en albino temps le signe J‘ par le signe J ; et 1’on retrouvera evidem- 
ment la formule qui sort k dbfinir la fonction r(r), savoir 


(17) 


I 


e ~ x d £ =. r(/*). 


Corollaire II. - En supposant la quantity r prise entre les limites 

OEuvrea d« C. - S. It, t. VI. 1 1 
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o et i, on 
(. 8 ) 


SUR UN NOUVEAU GENRE RMNTlit.R AUKS, 
d^montre aisement la formula 

r(/-)r(«-/-) --i,^ 


(voir la XXXIII' Le<jon do Ceded infinitesimal), quo Ton pout onstiilo 
etendre, en vertu do liquation (i 3 ), a des valours roollos qttoloonquos 
de la quantite r. Si, dans la memo formula, on remplaoo /• par - r, 
on en tirera 


( r 9 ) 


r (- /•) = -pt- 


i'l/H- i) sin (/• •!■ i)r. 


Par suite, la formule (i 5 ) donnera 


(P.O) 


r(/- + 1) sin (/•-(■• i )r. 


/•'* tl.r 
I C *' ,r ' 

I .1'*' • * 


Si 1 ’on prend la difference finie do e.haeun dos motiihros do I’o* 
quation (20) par rapport a s ol si I’on fait, pour abrogor, A.v 1, on 
trouvera 

(«) \ m s r = *) s i |l ( / ’ Ztlillf r,. W( , , 

t: J 0 

.# * 

Quand on suppose /•<»*, on petit remplaoor lo signe j par lo signe f , 
•dans 1 ’equation (21), qui se reduit alors it la suivanto : 


(22) 


k m s r = 


_ £(r-j-i)sin(r 


r° 


tr (<> * i)« 


tie 


Cette dernifere coincide avec une formule donnfo par M. Laplace. 

Corollaire III. — Si l’on differontio, par rapport it r, requatiou (20) 
et si 1 on d^signe par la caractdristique 1 lea logarithtnes pris dans It* 
systeme dont la base est e, on trouvera 


(= 3 ) A»(y 1 .) = E( ^± 0 ^± a» y" (B _ U) , „ (e 


O' 


fir 




ni 
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la valour do ll (slant donnee par la formula 


( 9-1 > 


It = ^ 7J C0S ( ** 4- 1 ) It 

dr sin(/--+-i)7r‘ 


Ajoulons (jue, si I’on nomine c la constante dont Euler fait mention 
a la page 411 do son Calcul dijfercnticl, ct dont la valeur approchee 
ost o,f)77«i(>. . . , on aura, on vertu d’uno formule connue {voir la 
IV® Partie dos Exerciaes <h Cakul integral de M. Legendre) 


(»«) 


//.I !’(/•-!- 1) 

dr 



Quand on suppose r<m, on pout romplacer le signe J par le 
signo f , dans l’equalion (a 3 ), qui so reduit alors a la suivantc : 


('.«(>) A"' (,v'‘ l.v) :~ 


r*( /* -4- 1) sin(r 4-i ) it 


ToX-hr 

«' o 


)e~ sx (e~ x - 


. dx 

. rV« 

' W* 4 -l 


Si /--(-I doviont prdoisomont egal au nombre entiern, sin(r-i- 1)* 
s’evanouira; mais on tircra des formules (a/|) et (26) combinees entre 
olios 

O") l.«) — U(«) cos«7T jf er~ ,x (e~ x — i)'“ — 

ou, 00 qui roviont au memo, 

/» * 

(«8) A"' (.v"-‘l.v) i)"i.2.3...(rt — i) / ar-»e->*(er-*— i) m cLr. 


Problems If. — Determiner ks valeurs des integrates extraordinaires 


( 90 ) 


( 3 o) 



e~** cos tx 


dx 

x^’ 


g-sx S j n tx 


dx 


x 


i-+i 


7 


r et s diant des quantitds positives. 
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Solution. ~ En operant com me dans le premier problenio <>f avani 
egard aux formules (i3) do la XXXII* Loeon do Valvul infinitesimal, qui 
subsistent dans lecasmeme oil n doviont mt nombre qiieleonqtio, on 
trouvera 


(3i) 


rv- 


dx __ (.9 

— 1 t) r -l - ( .v 1- / v ' iV 



dx _ (,v 

— t \l- ' l)'- •(« l /\‘ I /'’ 


:n - 1 


i’i /■», 


ou, ce qui revient au meme, 

X 'OO civ l ' / 

e~ SJ! cos tx — ■ = (s , H- <*) s cos//- a rolling^ I’( /•». 

/ » r * 

e ~‘* s ‘«» ** = (* a + Pf*'m (r arc, lang /•). 

Si, dans les equations pr6cedenles, on ohangeail r on ~ r, il lau- 
drait en mdme temps remplaccr le signe f par lo signo o| 1’on so 
trouverait ramene aux formules connues 



x’ l e “cos txdx — — cos (r hit. tang ; )> 

(.v* -I- 1 *)* ' ' v - 

( f x> le_, “sin txd& = — H^-sinfoarclang O* 

' * (.v s +<*)* ^ *' 

CoroUaire. - Si, dans les Equations (3a), on proud * o o( / po- 
sitif, elles donneront 

f oo 

cos^pL^cos^rO-r), 
jf sinfa? p£i =— < r sin~r(-~o), 

De ces dernieres, combines avec liquation (, 9 ), on deduit faei- 
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lenient les deux fornmles 


(35) 


/ ■'* //•-+- 1 . \ dx 

X C( H~ « +u ')^=°> 

C COH ( , _ |,\ 4 r - = =^4-. IT. 

V » / , ’ 1 1 ('•-+-!) 


I’lioin.ftME III. — Determiner la valour de V integrate extraordinaire 

dx 


(3(5) 


. //• + ! \ dx 

f a « ! -C()S^-j-ir+a.5.rJ — 


/• cl s c/ant. des quantiles positives. 

Solution. — ComiiHi on a, on voi’lu d’uno formule connue (voir la 
XL 0 L(*(fon do Calcul infinitesimal), 


on trouvera 


« /*• 

• a / tf“ s8 C0S3.r5rfs, 

IT* '■ 0 


( 38 ) 0 •*' J cos ^ * 4- » * xj — — j( z e~ z ' dz, 

Z etant uno function do s determinec par l’equation 

/‘*(‘.os| — -jt + «(4-+-).c"l + cos I i± i - 7r + 2 (- s '- 3 )' i ‘| d 
(■><)) — ' “ 


..r+i 


D’aillours, on vortu des formulcs (35), on aura, pour toutes los 
valours positives do s, 

1 dx 

-h 2 (.9 -4- $)# TTr+4 — 0? 




pour des valours dc s inferieures a s, 
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ct, pour des valeurs de s supericures a s. 



71 ~h 2 (s — 



r/.r 


‘■'Sr. 

r(/- i n t: 


En consequence, la fonction de s , represented par Z, sera ton jours 
nulle entre les Iimites s — o, s~~s; mais, entre les liniites s*.~.s, 
:- — x, on aura 


Cela pose, 1’equation (38) donnera 


l4o) 


r 


9 ~X 9 


COS 


n \ r/.v 2 '*7 : 3 / ,v 

7 *»•*« •” r ,) J A ')' v 


On peut quelquefois se servir des integrates extraonlinaires pour 
decouvrir les relations qui existent entre des inlpgrales ordinaires. 
O’est ce que je vais montrer par un example. 


PROBLfcME IV. — Determiner k rapport des deux integnilrs 


(40 


« 4 a) 



dr. 


rets designant des quantiles positives. 

Solution. - Pour resoudre la question proposed, il suffira do trans- 
ormer les integrates (4i)et (4.2) en integrates extraordinaires a 1’aide 
des formules (3i) et (34). En effet, on tiro des tommies CM) 


COS — 2SSC^J = 


= ^? r COS — COS2$«2? ■ 
2 


■*' sin — sinuAv* 


C0S2$# r f * 



— /’) 


mi it s 


<fz 

1 
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et, par suite, I’inlegrale (/|i) pent etro reduite a [’expression 
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f( 


^ j; 


y dz 


la valour / elanl 


oq — 

Z -- j' e ■■ rt cos ( 2 5 4- z)x dx = e~ ^ 


-l A 


On aura done 


(■1») 


.f'"" - - (•'? -«*) ' tr= rp?) jf 


— 3 - J- 3 2 dfo 
/? * 


Do plus on tirera do la fonnulo (3i) 

(.V .r v'” i) r -l- (•'• + •* v/-<) r _ _L_ f 

a -“ivu 


~r-hl 




a-*- COS 073 


ot, par consequent, I’inLe^ralo (40 prendra la forme 


.. jl_ r 

l '(-'■) Jo 


v ^ 


-/•-Hi ' 


la valour do Z ('slant 


j. 

J /»80 ^2 _ J. mf 

I e x% cos3*r dx = — a 4 " . 
o 


On aura done 


(M) 


r (*“ ^ = _eL r e -” 

„/ 2 1 (— '■) Jo 


Si maintenant on compare l’equation (43) it 1’ equation (44)> ° n trou- 


vera 


ft) j x r e ■** cos (^— — 2 sx^j dx r= 


s* C* (- 9 + x ■ - i) 1 ' + (•» — y/— i )' 




On sc trouve ainsi ramene a unc forinule que nous avons etablie pat 
une autre inethode dans lc Bulletin de la Societe philomatluque cle i8aa. 

Comllaire. - Si, dans i’equation (45), on suppose r = n, /idesignant 
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un nombre entier, on aura 


si 7i est pair, ot 


cos 


(t— "■) 


cos —• a.v.r^ 


( ! )" cos 


n i 

:(-■■!) “ Silt'tAM* 


si n est impair. Si, dans la memo hvpolhese, on devoloppe 1c second 
membre de la formule (45) cl si I’on a cj»*ard a IVqnatiou 


(46) f aP*e-**dr 

*M) 

on Irouvera, pour des valours j) a ires do », 

I j a .n e -x- 

',r \ J Ja 


i .3.5. .,('!// - n 




<47) 


= (-0 ! 




n(n i) ( // *0 i tt 

t .w 




(48) 


el, pour des valours impaires de n, 

| j x n e ' x ~ sin.2sa? dx 

= (-1)^ ”i±zO (±y+ Ot// ;,M » (71 :m / , y 

La formule (4 7 ) s’accorde avec l’cquation (i(») de la page 77. 
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La thoorie des moments iineaires se lie intimement, d’un cote, a la 
theoric <les moments des forces, pris par rapport a un point fixe, ct 
represen tes par des surfaces planes; do l’autre, a la theorie des couples 
elablie par M. Poinsot, et fournit, comme cette derniere, les moyens 
de simplifier la solution d’un grand nombre de probifemes de Meca- 
nique. Elio a d’aillcurs l’avantagc de faire disparaitre les difficultes 
quo presente, dans certains cas, le choixdes signes qui doiventaffecter 
les surfaces designees sous le nom de moments. Enfin elle s’applique, 
non seulement aux forces, mais encore a toutes les quantites qui ont 
pour mosure des longueurs portees sur des droites, dans des direc- 
tions delerminees, par example auxvitesses et aux quantites de mou- 
voment. Nous nous bornerons, dans cot article, a exposer les principes 
de la nouvello thoorie, et nous considercrons en particulier les moments 
lineairesrd’une ou de plusieurs forces appliquees a un seul point. Pour 
que Ton puisse faeilement comprcndrc ce que nous avons a dire a ce 
sujet, il est d’abord neccssaire dc rappclcr quelques definitions gene- 
ralemont adoptees. 

Soil P uuc force quelconque appliquee au point materiel A, et repre- 
sontee par une longueur AB portfee k partir du point A sur sa propre 
direction. Si, d’un autre point 0, pris k volontfe dans 1’espace, on 
abaisso une perpendiculaire sur la direction de la force P, le produit 
de cettc perpendiculaire par la force elle-mfeme reprfesentera le double 
de la surface du triangle OAB, qui a pour base la force AB, et pour 

OEuvret de C. — S. II, t. VI. 12 
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sommet le point 0. Ce memo produit, equivalent, eomme on vient do 
le dire, au doable de la surface OAB, est ee iju'oit appelle le moment 
de la force P, par rapport au point 0. Do plus, le plan du triangle 
OAB, ou, en d’autres tenues, le plan qui passe par le point. 0 el par la 
force AB, est ce qu’on nomine le plan da moment, Ola pose, i! <*s| 
clair quele moment d’une force AB resle le meme, iorsque. sans changer 
la direction de la force, on deplace le point A de maniere a le transporter 
enun autre point A' de la direction donl il s’agit. Kn ellcl, si, stir la 
droite AB prolongee, on prend A'B' — AB, les deux triangles OAH, 
OA'B' auront des bases egales avec la nieme hauteur el, par conse- 
quent, des surfaces egales. 


Le moment d’une force n’etant autre chose quo le produit de cette 

force parlaperpendiculaire abaissee d’un point domic sursu direction, 

le point k partir duquel on abaisse la porpeudieulaire s ’appelle I’ori- 

gme ou le centre des moments. Le plus souvent, on place le centre des 

moments a I’origine meme des coordonnees. La droite menee du centre 

des moments au point duplication do la force sera designee sous le 

nomdc rayon vecteur. Cc rayon vocteur est fun des coles du triangle 

OAB, dont la surface doublet* equivaul au moment de la force AB; 

d’oii d estaise de conclure qu’on obtiendra encore uu prodtiil. egal ii 

ee moment si 1’on multiplie lc rayon vecteur OA par la perpendiculaire 

abaissee du point Bsurce rayon vecteur ou, ee qui revient au nieme, 

par la projection de la force AB sur.un plan perpendiculaire au raven 
vecteur. 

Si 1 on projette sur un plan qnelconquo In centre den imraioul, ot to 
oree AB. on obtiendra on meme temps, pour projection d„ triangle 

OAB un nouveau triangle qui aura pour sommet la prnjodi, 

p int 0 etpour base la projection de la force All. Co nouveau triangle 

Droi( ,. °° d ° nt la mr!iu> doubl<l! lo moment do In form 

moment to i lapport b 3 pfojeetion du centre des moments. Ainsi, !« 

laZTection 8 Pr ° )M " M d ' UM f ° reC SUr 00 ' ,la " d“«'»»"<|»o est egal k 

1 1 X d S “ r " “““ P,a " d '° ne 8 " rfa00 

l» force donnee e. comprise dans le plan du moment. Cost on que 
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nous exprim crons on disaut que le moment cle la pmjeclion d’une force 
ne dijfere pas de la projection de son moment , 

Le plan du moment d’une force AB = P pout tourner dans deux sens 
di lie rents autour du centre des moments. Si Ton vient a fixer ce meme 
centre, et quo le rayon veoteur se change en une droite rigide, la force 
appliquee a l’extremUo mobile de cette droite tendra evidcmment a 
imprimer au plan du moment un seul des deux mouvements de rota- 
tion qu’il pent prendre. Supposons quo ee mouvcment s’effectue ct que 
l’on ait Glove par le centre des moments un demi-axe perpendiculaire 
au plan; un speetateur qui posera les pieds sur le plan, de inaniere a 
s’appuyer centre le demi-axe, verra les differents points du plan so 
mouvoir, on passant (levant lui, de sa droite ii sa gauche ou do sa 
gauche ii sa droite; ce que nous exprimerons on disant que lc mouve- 
ment de rotation a lieu de droite a gauche ou de gauche ci droite ('). On 
doit observer au reste que si, par le centre des moments, on elevait ii 
la Ibis deux demi-axes perpendiculaires au plan du moment, le memo 
mouvcment de rotation paraitrait s’eHeetucr autour de I’un deces demi- 
axes de droite. ii gauche, et autour de l’autre, de gauche ii droite. Reve- 
nons maintenant au eas ou Ton trace un seul demi-axe, et supposons 
que ce suit preeisernent celui autour duquel le mouvement de rotation 
s’effectue do droite ii gauche. Si, ii partir du centre des moments, on 
porle sur ce demi-axe une longueur numeriquement egale au moment 
de la force P, on obliondra ce que nous appellerons le moment lindane 
de cette force. La direction de ce moment lineaire sera celle du demi- 
axe surloquel il seeompte, etson intensite aura pour mesure lc moment 
memo de la force P. 

Goncovons ii present que, dans lc plan du moment de la force P, on 
fassc varier cette force en grandeur ct en direction, de sorte qu elle se 
change en une nouvellc force P' toujours appliquee au point A et propre 

(i) Lo movon quo nous employ ons ioi, ot a 1’aido duquel on distingue faciloment lesdoux 
esp&cos do mouvomonts do rotalion quo pout prendre un plan tournant sur lui-m6me 
autour d’un point donn6, cst celui dont M. Amp&ro a fait usage dans la TMone de l elec- 
triclto' dynamique . 
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k fairc tourner lc plan dans lc memo sons quo la premiere, autour du 
centre des moments. Les moments lmcairos des deux forces P, P' do- 
vront etre port6s sur le memo demi-axe; el, si Pun projelte ees deux 
forces sur un plan menu par lc point A porpendieulairemenl an rayon 
vecteur, les projections auront encore la mount direction. Imaginons 
ensuite que le plan du moment de la force P' vieuno a s<* detacher <lu 
plan du moment de la force P, on tournanl d’une eortaino quantile 
autour du rayon vecteur. Pendant ce mouvomont, deux demi-axes por- 
pendiculaires au rayon vecteur, altoulissant a deux points diflerents 
de ce rayon ct assujettis in tourner autour deees points avee le plan 
du moment de la force P, decriront evidemment des angles e^aux. Or. 
comme on peut supposer que ces. deux demi-axes coincident, le pre- 
mier avec la projection do la force P' sur le plan mene par le point A 
perpendiculairementau rayon vecteur, le second avee le demi-axe mene 
parle point 0 et sur Icquel on compte le moment lineaire de la memo 
force, nous devons conclure qu’apves 1’arrivee de la force P‘ dans sa 
nouvelle position, les moments lineaires des forces P, P' oomprondront 
entre eux le mSme angle que les projections do ees forces sur le plan 
perpendiculaire au rayon vecteur. II esl d’ailleurs ossentiel d’ohserver 
qu’il suffitde choisir convenablcmcnt 1’iutensite do la force P\ sa direc- 
tion par rapport au rayon vecteur dans le plan de son moment et la 
quantite dont on fait tourner ce memo plan, pour que nolle force, par- 
venue dans sa nouvelle position, coincide avec une force quelronque 
menee par le point A. On peut done euoncor la proposition suivaule : 


Si deux forces quelconques appliqudes au point A soul pmjetees sur un 
plan perpendiculaire au rayon vecteur qui joint le point A aver lc centre 
des moments, les projections formeront entre t dies le nidrne angle que les 
moments lindaires des forces donndes. 

Considerons maintenant, avec deux forces P, P' sinmltanemenl ap- 
pliques au point A, la resultante R de ces deux forces. Soil loujours 0 
le point pris pour centre des moments, et supposonsque Ton construise 
toutk lafois les moments lineaires des forces P, P', R, avee les projeo- 
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Lions do cos forces suvlo plan mono par le point A perpcndiculairement 
an rayon vocteur. D’apres co qu’on vicntde dire,. les moments lineaires 
fbrmeront outre eux les memos angles que les projections dcs forces 
corrospondantcs; et do plus cos moments lineaires seront, en vertu de 
lour definition memo, respoctivemcnt egaux aux produits qu’on obtient 
on multipliant le rayon vcoleur par les projections dontil s’agit. Cela 
pose, concevons : x° que los droites AB, AC, AD reprosentent en gran- 
deur et (in direction los projections des forces 

1\ r It; 

quo les droites OK, OK, 00 reprosentent cn grandeur et en direction 
lours moments lineaires. Les trois derniercs droites seront proportion- 
nclles aux trois premieres, et, prises deux a deux, dies fonneront 
outre olios les memos angles. Par suite, les deux figures ABCD, OEFG 
seront entierement semblables. Or, la force projetec AD etant la resul- 
lante des forces projoteos AB, AC, la figure ABCD est necessairement 
un parallelogramme; done la figure OEFG en sera un egalemcnt. Done 
lo moment lineairc OG de la resultante 11 sera la diagonale du parallb- 
logrammo construit sur les moments lineaires des composantes; et, 
pour l’oblonir, il suffira de mener par l’oxtremitc du moment lineaire 
do la force P une droito egalo et parallblo au moment lineaire do la 
force 1 >; , jmis do joindro le centre des moments avec l’extremite dc 
cetto droito. Ainsi les moments lineaires se composcnt comme les forces 
olles-memes, et a l’aidc de la memo construction. Cette remarque ne 
so borne pas au cas ob I’ou considere deux composantes; elle s’etend 
a un noinbre quelconquc de forces P, P', P", ...; car il est clair qu’en 
repetant plusieurs Ibis de suite la construction indiquee d’une part sur 
les forces combineos deux a deux, do l’autre sur les moments linbaires 
corrcspondants, on obtiondra par le meme proebde : i° la resultante 
do toutes ces forces; 2 0 le moment linbaire de cette rbsultante. Enfin, 
la remarque subsiste, quelles que soient les directions des forces don- 
n6es et cellos do lours moments lineaires respectifs, et, par consb- 
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quent, dans le cas memo oil quclques-unos do cos directions vion- 
draicnt a coineider. . 

Pour indiquer que 1c moment lineaire do !a resultant.- do plusiours 
forces P, P', P", ... resulte do la composition do lours momonls lindairos, 
nousle designerons desormais sous le nom do moment linenire resultant. 

Dans lc cas particular oil los plans dos inomonts do doux loro, os 
coincident, c’est-ii-dire lorsqu’un soul plan renfermo ii la Ibis lo oonlro 
des moments et les deux forces, lours moments lindairos so eomplont 
evidemment sur un scui axe pcrpcudieulairo an plan dout il s'agil. Do 
plus, ils se comptentsur cot axe dans lo memo sons ou dans dos sens 
opposes, suivant que les forces donnees tondont a lain* lounior lo plan 
qui les renferme dans lc memo sens ou on sous oonlrairos. Si foules 
les forces P, P', P", ... appliquo.os an point materiel A so trouvaiont 
comprises avec le centre des moments dans tin plan unique, tons los 
moments lineaires se compliant alors sur lo memo axe, lo moment 
lineaire dc la resultantc serait egal ii la sommo dos moments lindairos 
des composantes, pris avec lc signe -+- ou avoo. It! signo - , suivant. quo 
les forces corrcspondantcs tendraient a fair.' tournor 1,. plan do tons 

les moments dans lc mdme sons quo la rdsullanle ou dans lo sons 
inverse. 

Re\enons au cas ou les moments lindairos dos forces P, P', p", 
ont des directions quelconqucs. Dans cc cas, an lieu do oonslruire 
geometriquement le moment lineaire de la rdsullanle, on pom-rail 
determiner analytiquement son intensity et sa direction. Jin diet, soil 
K cette resultante, et ddsignons par 

P> P'> P’> .... v 

les perpendiculaires abaissdcs du centre des moments sur les diree- 
Uons des forces 

p - P'. K ..., R. 

Les moments lineaires des mdmes forces seront reprdscntds par 

p *> p y> PV R /•; 
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ot, si I’on suppose quo cos moments lineaires foment respectivement, 
avoc le demi-axo des .r positives, los angles 

A, A', A% .... /; 

avoc le <lcmi-axo dcs y positives, Ics angles 

lh p' i A • ••> 

avoc le domi-axe dos a positives, los angles 

v, v\ v", //, 

los produils 

P/>eosA, !»'// cos).', P'y'oosA" Rrcos/, 

P/Mmsp., I*y c.os/j.', P"//oosp", R/'COSW, 

P/>cosv, P'//oosv', P"//' oosv", .... Rrcos/i 

seront co qu’on pout appelor les projections algebriqucs dcs moments 
lineaires dent il s’agit sin* los axes dcs x, y, z. Cela pose, puisque le 
moment linoairo Hr ost a 1’ogard dos autres co qu’est la resultante R 11 
l’ogard (los forces P, P\ P" les relations trouvees entre les projec- 

tions algebriqucs dos forces 

P, !>', P", 11 

subsisteronl ndoessaireinent outre les projections algebriqucs dos mo- 
ments lineaires 

iy, py. py, • ••> R'- 

Kn consequence, la projection algcbrique sur chaquc axe du moment 
linoairo resultant sera 6gale lx la somme des projections algebriqucs 
sur le mfirne axo des moments lineaires des composarites. On auia 
done les trois Equations 

/ Hr cos l = P/> cos A -+- P'/>' cosA' -h P ’p" cosA' 

(,) j ltrcosm = P/>cos < * + Pycos f 4yPV'cos,*'+. i ., 

Rreosn = P/>cosv +pycos v ' + pycosv'-h.... 
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Si a ces trois equations on reunit la suivante 

( 2 ) COS 3 1 •+■ COS * m H- COS 8 « : I , 


on obtiendra en tout guatrc equations suffisantes pour determiner les 
valeurs des quatre inconnues 

Ur, /, in, / 1 , 


c’est4-dire, la direction et l'intensite du moment linen ire resultant, 
toutes les fois que 1’on connaitra en grandeur et en direction los mo- 
ments lineaires des forces P, P' Les seconds membres des equa- 

tions ( 1 ) etant, dans cette hypothfese, des quantiles enmities, si, pour 
abreger, on les designc par 

L, M, N, 

ces equations devicndront respcctivcment 

( 3 ) It /• cos l — L, Hr cos ms: M, Rreos/r.;. N. 

Or on tire do ces dernieres, on ayant egard a la formule (2 ■, 

(4) (Rc) a = L 9 *4-M 8 4- N 4 . 

Done, par suite, 


( 5 ) 




L intensity Hr on la grandeur du moment lineaire resultant etant ainsi 

determine, on obtiendra los angles /, m, n que sa direction forme 

avec les demi-axes des coordonn6es positives, par le moyon des cqua- 
tions 1 


( 6 ) 


COS / — 


Re’ 


cos in • 


M 

' ITr 


cos n 


Re* 


Slauir™ 1 aigUS ° U 0l “ U ‘’ SUiV “‘ l!UC 1- M, N 

seront positives ou negatives. 

PrWde ° Uul,sisten '' qMl que 80it k l> oi "* •'« l'» 

lier oi l IT Pr ‘- T CentrC dM m ° menl8 - Dm * '« 

c, centre come.de avec l'originc dee coordommce, on penl 
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exprimer les projections algcbriqucs du moment lineaire de cliaque 
force en fonclion de I’intcnsite de cette force, des coordonnees de son 
point duplication et des angles que forme sa direction avec les demi- 
axes des coordonnees positives. On y parvient facilement a l’aide des 
considerations suivantes. 

Lc moment de la force P appliquee au point A, savoirPjo, repr^sente, 
comme on I’a dit ci-dcssus, le double do la surface du triangle OAB qui 
a pour base la force AB = P ct pour sommet le point 0, centre des 
moments, c’est-ii-dire, dans le cas present, 1’origine des coordonnees. 
La surface de ce triangle est done 

* IV- 

En la multipliant par cosX, e’est-a-dire, par le cosinus de Tangle que 
forme la direction du moment lineaire avec le demi-axe des x posi- 
tives, on obtient la moitie de la projection algebrique de ce moment 
lineaire. Or, lc moment lineaire se comptant sur Tun des deux demi- 
axes perpcndiculaires au plan du moment P p, et Taxe des x 6tant per- 
pcndiculairc au plan des y, s, Tangle X sera evidemment Tun de ceux 
que le plan du moment fait avec le plan des y, s, et qui, etant supple- 
ments Tun de Tautre, ont, au signe pres, le m£me cosinus. D’ailleurs, 
si Ton multiplie une surface plane par le cosinus de Tangle aigu com- 
pris entre lc plan qui la renferme et un autre plan pris a volonte, on 
aura pour produit la projection de la surface sur le dernier plan. Done 
le produit 

|P/?cosX 

sera egal, au signe prbs, it la projection du triangle OAB sur le plan 
des y, s. Done, par suite, la projection algebrique du moment lineaire, 
savoir 

P p cosX, 

sera 6gale, au signe prfes, au double de la surface du triangle pro- 
jet6 ou, en d’autres termes, au moment de la force P projetee elle- 
memc sur le plan desy, s, Ajoutons que le produit P/jcosX sera positif 
ou n6gatit, suivant que Tangle x form6 par la direction du moment 

OEuvres da C. — S. II, t. VI, 1 ® 
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lineaire avec le demi-axe des a ? positives sera aigu ou obt us, 
a-dire, en d’autres termes, suivant quo la (broo P londra a lairo (ournor 
le plan de son moment de droito a gauche ou do gauche a droite autour 
de la perpendiculaire au plan prolongee (hi maniore a former avec la 
direction des a; positives un angle aigu, el, par consequent, niitour du 
demi-axe des a? positives. Or, comme un plan mono par ee d<iini-axe (if: 
par le point A laisserait d’un memo cote la force P ot sa projection sur 
le plan des y, s, il est clair que cello projection tundra elle-meme a 
faire tourner le plan des y, s autour du domi-axo des ,r positives, de 
droite h gauche dans le premier cas, et de gauche a droite dans le 
second. On peutdonc conduce quo lo produit P/zoos?,, e’esl-it-dirc, la 
projection algebrique du moment lineaire de la force P sur 1’axo des 


x positives, sera egal au moment do la force projetee sur le plan des 
y, s, ce dernier moment etant pris tanlbt avoc le signe -h, tantbl aver, 
le signe — , suivant que la force projetee tendra a faire tourtuir hi plan 

des y, s de droite a gauche ou do gauche a droite autour du demi-axe 
des x positives. 

On prouvera de meme que la projection algebrique du moment 
lineaire de la force P sur I’axe des y ou des s est f-gale au moment de 
la force P projetee sur cclui des plans coordonnes auquel cot axe est 
perpendiculaire, le dernier moment etant pris avec le signe -h on avee 
le signe suivant que la force projetee tend a faire tourner le plan 
dont il s’agit de droite h gauche ou de gauche a droite autour du demi- 
axe des y ou des z positives. 


Considerons nontenant Pangle solidc trihdre qui a pour ar6f.es Ios 
trois demi-axes des coordonnees positives, et e.oucevons qu'un rayon 
mobile d’une longueur ind^fmie, men6 par I’origine, fasse le tour de 
cet angle solide, en s’appliquant successivemont sur les trois faces. 

uvement sup chaque face sera un mouvemenl do rotation, do 
drmte a gauche ou de gauche k droite, autour de Pareto perpendicu- 

de rftfaf Cet 6 ^ ^ ^ US ’ il 6St ai86 de voir ^ ue les trois “ouvemonts 

trois nlalT SUr ^ 68 tms faces ’ c est "^' dire » en d’autres termes, sur les 
coor onnes, seront de m6me espfece. Par exemple, si la dis- 
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position des dcmi-axes des coordonnees positives OX, OY, OZ est celle 
qui se trouve la plus usitec, les trois mouvements de rotation auront 
lieu de droitc a gaucho autour de cos trois demi-axes, lorsque le rayon 
mobile, cn laisant le tour de Tangle solide, passera suecessivement de 
la position OX a la position OY, et de cell'e-ci a la position OZ, pour 
revenir ensuite a la position OX. Si le demi-axe des z positives se trou- 
vait. transpose de Tautre cote du plan des x,y, alors les mouvements 
do rotation de droite it gauche auraient lieu dans le cas oil le rayon 
mobile prondrait suecessivement les trois positions 

OX, OZ, OY, 

pour revenir ensuite dircctement de la position OY a la position OX. 

Afm do bicn distinguer les deux especes de mouvements que peut 
prendre un rayon mobile assujetti it passer par Torigine et it parcourir 
Tune apres Tautre les trois faces de Tangle solide OXYZ, nous dirons 
que ce rayon mobile a, dans chacun des plans coordonnes, un mou- 
vemertt direct de rotation, s’il passe suecessivement de la position OX it 
la position OY, ct dc cclle-ci a la position OZ; nous dirons, dans le cas 
contraire, quo le memo rayon vecteur a un mouvement de rotation 
retrograde. Cola pose, si Ton adopte la disposition la plus ordinaire 
pour les demi-axes des coordonnees positives, les mouvements directs 
de rotation autour de ces demi-axes auront lieu de droite a gauche, et 
les mouvements retrogrades, de gauche a droite. 

Jo revions aux projections algebriques du moment Iin6aire de la‘ 
force P, et je vais d’abord chorcher une nouvellc expression de la pro- 
jection algebrique de ce moment sur Taxe des x, en admettant, pour 
fixer les id'ees, la disposition la plus commune des demi-axes des coor- 
donnees positives. La force P pouvant 6tre remplacee par ses trois 
composantes rectangulaires, la projection algebrique de son moment 
lineaire sur Taxe des x sera 6gale h la somme des projections alge- 
briques sur le mGme axe des moments lin^aires de ces trois compo- 
santes, ou, en d’autres termes, h la somme des moments des m&nes 
composantes projetees sur le plan des y, z, ces derniers moments 



100 


SUll LES MOMENTS UNKUIUCS. 

etant pris avec le signo 4- ou avec le signo - , snivanl quo les iorees 
projetees tendront a imprimor au plan des v, 3 un mouvoment de r<>| a - 
tion direct ou retrograde. Or, si 1'on nomine *, fs. y los angles formes 
par la force P avec les axes des .»*, v, s, prolonges dans le sens des 
coordonnees positives, les trois coinposanles reetungtilairos de I* seronl 
representees paries valours nuineriques des trois produits 

Pcos«, Pcos|3, I* rosy. 

Si d’ailleurs on projelto ces coinposanles stir Ii» plan desj, s, la pre- 
miere se trouvera reduite a zero, tandis quo les deux aulres eonsorve- 
rontleurs intensites respectives. Kiifin il est clair quo les projections 
des deux dernieres composantes agiront snivanl des droites menees 
parallelement aux axes des jets par la projection du point duplica- 
tion de la force P. Soient 

les coordonnees de ce memo point dans Pospaee. La projection de la 
composante parallelc a l’axe doss aura un moment ogal an prodnit <le 
son intensity par la pcrpendiculaire ahaissee de Porigiuc snr sa direc- 
tion, e’est-a-dire, par la valour numerique de y. (le moment sera done 
represente par la valeur numerique du prodnit P cosy x.v. On prou- 
vera de meme quo la projection do la composante parallelc a I’axe 
des j a un moment repr6sentd par la valeur numerique du produit 
Pcos^xz. Ajoutonsque, des doux projections dont il s’agit, la pre- 
miere tendra k produiro un mouvemeut do rotation direct, si Peony 
et y sont de meme signe, e’est-k-dire si Io produit Py cosy est positif; 
la seconde, si Pcos(J et s sont do signos difloreuls, o’estrlt-dire, on 
d autres termes, si le produit Ps cos (3 est n6galif, Les tnouveincnls de 
rotation deviendraient retrogrades dans los suppositions milraires. 
Par suite, pour obtenir les projections alg6briqucs sur Paxo des x des 
moments lin6aires que fournissent los deux composantes do la force P 
parallels aux axes des z et des y, il faudra prendre le produit 

P/ cosy 
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avoe lo signe -+-, ct 1 c produit 

Pa cos|3 

aveo lo siguo — . La sommo des deux resul tats, savoir, 

P (y cosy — s cos (3), 

(levant otre cquivalentc a la projection algebrique sur l’axe des .*• du 
moment lineaire do la force P, on aura necessairement 

P p cos ), = P (j cos y — 5 cos 3). 

On trouveraitdo memo, cn projctantles moments lineaires dela force P 
ct do ses composantes sur les axes des y et des z, 

P p cos = P ( z cos « — x cos y ), 

P/a cosv = l’ (a' cos (3 — y cosa). 

II est au res to essonticl d’observer que les trois equations 

| P/> COS?l P(y cosy — Z cos (3), 

( 7 ) ( P/>cosfx = P(s cosa — a;cosy), 

( P/ACOSV =.P(,'JPCOS|3— jcos«) 

ont lieu seuloment dans Ie cas oil 1 ’on adopte pour les demi-axes des 
coordonnees positives la disposition la plus ordinaire, e’est-a-dire, 
lorsquc les mouvements de rotation dc droite k gauche autour de ces 
demi-axes sont en memo temps des mouvements directs et tendent a 
laire passer un rayon mobile 

dans lo plan dog y, a, do la direction dos y positives a la direction des z positives; 
dans lo plan dos a, x, do la direction dos s positives ;i la direction des x positives; 
dans lo plan dos x , y, do la dirootion des x positives 1 la direction des y positives. 

Si les mouvements de rotation de droite a gauche autour des monies 
demi-axes devenaient retrogrades, alors il faudrait remplacer les for- 
mulos ( 7 ) par les suivantes : 

P/ocosX = P(a cos (3 — y cosy), 

P/?cos(jt. = P(jrcosy — z cosa), 

P/j cosv = P(,ycosa — a; cos(3). 



( 8 ) 
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Lorsque, dans chacune des equations (7), on suppritno le iaetcur p 
commun aux deux membres, elles se reduiseat a 

I p cos l =/r cosy — z cosjS, 
p cos p = z cos oc -- x cos y, 
p cos v = x cos (3 — 4 r c.os x. 

On peat de la meme maniere reduire les equations (8) a 

I p cos A = s cos (3 — -r cosy, 
p cos [x = x cos y — z cos x, 
p cos v = y c< )s x — x cos j5 . 

Enfin on peut comprendre les equations (9) et (to) dans la settle fbr- 
mule 

rcosy — jcos[ 3 _ scosa — .rc osy .reus (3 ■■ .yens at ( 

COSX ~ • COS [J. ' f.osv ' l> ' 

la lettie/j devant etre affectce 1 du siguo ■+■ on du signo , suivaut. <jtn> 
les mouvements de rotation de droite a gauche aulour des demi-axes 
des coordonnees positives sont des mouvements directs ou retrogrades. 
Ajoutons que, dans 1 ’un et l’autre cas, les equations (9) on (10), rom- 
binees avec la suivante 

. COS*X ■+■ COS* ft H- COS*V sr I, 

donneront 

(i 3) | pi ~ (/ C0Sy ~ 5 c °sP)*+ (a cos a - cc cosy)* + (.r e.osj3 • y cos a)* 

( = ** - 4 - f + ** - (0 cos« + y cos (3 + a cos y )*. 

On trouvera done, pour l’expression de la perpondiculairc /> abaissee 
du centre des moments sur la direction de la force P, 

(i4) j P = C0Sy ~ 5 C 0 S P)* + (* cosa — cosy)* + {x cos(3 - y onset)* |* 

( . =[«* + /* + 5*— {x COS« + y COS(3 + z cosy)* J* 1 . 

Aprt, moir smsi dtamiBi U nleur do p, on obtiendra colics dos 
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audios X, ij., v, par le moyeu des Ibrnmles 


(«“») 


COS* 3 COS(3 

1> ~~ ~ 

■ cos « 


' (r.0S[JL 

I COKV vr :ub - ?_77. }* cos a 


17“ cosy 

F ’ 


.UuitloH seconds mo devronlMre ntTootes simultantaent du signe 

<!<>« 1'"" l' 1 *®'™ ■* I'-lt™ P <l»ns U formillo (ll) . Les Taleur s 

|,i'6oodonlos do eosl, «M|t, eowraUafont nvidemment aux deuxdqna- 


I" 

lions de condition 


(.<>) cos a eos> -I- cits (3 cos f* cosy cobv ss o, <CC0S X + 7 cos|jl-i-~cosv = 0' 

Or, c.onunc les demi-axes dcs oooidonnees positives forment les angl eS 
a, (1, v avee la direction de la force P, et les angles 1 , p, v avec la direc- 
(ion du moment lineairo Vp f la somme 


cor* cosX - i- cos (3 cos jjl C0S y cos v 

ropresenlo necessaireiuent lo eosiuus de l'anglc compris entre les dcu* 
directions. Done- la premiere des deux equations (iG) exprime que ce 
eosiuus est nul, on, ce qui rovient uu menie, que les deux directions 
so coupon!. a angles droits. De memo, puisque le rayon vectewniene 
do 1’origino au point d application de la foi*ce P a pour projections 
algobriquos sur les axes los eoordonnccs x, y, s, et forme par conse - 
quent, avec les demi-axes des coordonn6es positives, des angles q®' 
outpour cosinus respectifs 


\j.v* • i •• y* s* v/ ' i - \Jx x 4- y % -+- 5 s ’ 

l’anglo compris entre la direction de ce rayon vecteur et celle du i® 0 ' 
mont lin6aire aura evidemment pour cosinus 


.« COS* +yoos H H- a 
0e*4/*4-.s j 
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Done la seeonde des equations (iG), qu’on oblient on eguiant re nosi- 
nus a zero, exprime quo la direction du moment linen ire eat perpendi- 
culaire a celle du rayon vectcur. Ainsi, on purlnnl de eetto sonic 
remarque, que le moment linOaire so com pic sur une droile perpen- 
diculaire, non seulement it la force P, mais encore an rayon veolour, 
on aurait pu 4tablir immediatoinent les equations (i(>), drsquolles on 
deduit la formule 

. , /cosy — s cos P z cos at — ,r cosy ,/• cos j3 r cos u. 

' J cos A — cos/I cosv 

par l’elimination successive des trois eoordonneos .c, v, 3. Ajoutons 
que l’equation (14) peut elle-meme so demonlrer direeleinenf . Kn effel, 
le rayon vecteur mcne de 1 ’origino au point ^application de la force P 
est represente par 

et Tangle que forme la direction de ee rayon vecteur aver rello <lu la 
force P, ayant pour cosinus 

x cos at -(- y COS (3 -+■ z cos y 

i~~ — ;■ • • - 1 

V -f- -i- ,>' s -t- 3 a 

aura necessairement pour sinus 

r _ (d? COSat -Hr cos 3 + 5 co sy PI * 

L tC 2 +/ ! + 3 s J 

_ |> a 4- r a + s a — ( £ c osot -f-r cos (3 ■+. 3 cosy) 2 |* 
y/if a H-/ s -|- 

Or, en raultipliant ce sinus par le rayon vecteur, on obtiendra evidem- 

mentpour produit la valeur de la perpcndiculaire p, telle que la donne 
l’equation (14). 

Des formules (14 ) et (1 7 ) rl&unies on d6duitfacilement la formule (1 1). - 
Pour y parvenir, il suffit de s’appuyer sur un thtiorbme d’Algfcbro on 
vertu duquel liquation 

a _ a/ _ a" _ 

b~b'~V = --- 
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enlraine to u jours la suivante : 


a _ a' _ a" 

b “ // “ 17 


, h y 


(1W/- lVl/w/j«i algebrir/ue, Note If, theoreme XIV.) Ce theoreme, ap- 
plique a la formula (17), rcproduit [en vertu de l’equation (i4)] la 
lomiule (11)5 ina * 8 >1 nu donne pas le moyen de decider quel signe 011 
doit attrilmer, dans la Ibrmule (1 1), ii la quantite p. 

Coneevons maintenanl que plusieurs forces 

P, l*', P», ... 

se trouvent simullanement appliquccs au point A qui a pour coordon- 
nees .r, y, s. Designons par U lour resultanto, et par 


Ios angles quo les directions des forces 

I*, l>', V", ..., It 

ferment avoe les domi-axes des coordonnees positives. Les equations (1) 
doviomlront 

/ It (/ rose — 3 cos bj P(/cosy — 3 cosp) 4 - P'(/ cosy' — 3 cos| 3 ') +..., 
(18) • It ( 3 <io»rt — cost*) — 1 * ( 3 cosa — .ucosy) -+-P'(3 cosa' — j?cosy') -t-..., 
( R(..ecos/> ~,y cos a) — P(.r cosjS— y cos a) -t- P'(-*' cos ( 3 '— 7 cos a') +.... 

Or, si l’on fait varier le point duplication de toutes les forces, en 
transportant toutes cos forces parallelement h elles-memes, les seules 
coordonnees ,r, y, z varieront dans les equations (18). Ces Equations 
doivent done subsister lorsqu’on y considere les coordonnees x, y, = 
eomme indelerminees; et, par consequent, les coefficients de x, y, s 
doivent avoir les memos valeurs dans les deux membres de chaque 
equation. En egalant deux k deux ces coefficients, on retrouve les for- 
mules (8) de la page 58 . Ainsi, les trois equations relatives aux mo- 
ments. des forces entrainent cellos qui se rapportent aux projections. 

QEuvres de C.— S. II, t. VI. 
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Reciproquement, les formules (8) (p. />8) efanl. donnees, ii «»s( elair 
qu’on eu deduira immcdialcmont les equations ( i Hi. 

Dans ce qui precede, nous avons suppose <|iie Ie point 0, centre des 
moments, coincidait avcc l’origine des eoordonnees. Imaginons ii pre- 
sent que Ton transportc ce mdme centre eu im point O' dout les eoor- 
donnees soient respectivcrnent 


,)'{)♦ 


et cherchons a exprimer les projections algebriques du moment lineaire 
de la force P par le moycn des quantiles 


P; «» P, y; /, >•, 




Pour y parvenir, on obscrvera que, si 1’on transport!!!) it la fois le 
centre des moments et 1’originc au point O', les eoordonnees du 
point A par rapport a cclte liouvollo origine etaut alors exprimees 
par les differences 

x , y $ * j u , 


les projections algebriques du moment, lineaire de la force P par rap- 
port & la m6me origine scraicnt dgales (au signe pres) attx trois pro- 
duits 


j p [(j- Jo ) cos y~ (3 — 3 „ ) e.os [i |, 
(’9) j P[( 3 — -o)cosa— (x — .r 0 ) rosy |, 

( 1> [( J5 - *,) COS p — (/ — ) u ) C()S X |. 


Ces trois derniers produits, pris avcc lo signe -+- dans Ie eas oil les 
mouvements de rotation directs ont lieu de droile ii gauche uufour .les 
demi-axes des eoordonnees positives, ot avcc ic signe — dans le eas 
contraire, represented done les projections algebriques du moment 
lineaire de la force P par rapport au point O'. 

Lorsqu’on donne k la fois les projections algdhriques d'nno force et 

s projections algdbriques de son moment lindaire, on peut aisement 
en conclure 1’intensitt de la force, la droitc sui vant Iaquclle die agit, 
et le sens dans lequel elle est dirigSe. En effet, soient P la three on 
I p son moment lineaire, et a, p, y; v les angles .que la 
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force et son moment lineaire foment avec les clemi-axes des coordon- 
nees positives. Si l’on suppose eonnucs les six quantiles 

(ao) 1* cos a, I* cos (3, Pcosy; P/jcosX, P/jeosf*, P/>cosv, 

on ou clcduira iimncdiatemcnt les valeurs des suivantes 

(ai) P, «, ( 3 , y; P p, l, p, v, 

e’est-it-dire, les interisitds do la force ct du moment lineaire, avec les 
angles qui determinont leurs directions rcspeclives. On pourra done 
construiro : i" le moment lineaire on grandeur et en direction; 2 ° une 
force, non seulement egale cl parallele ii la force P, mais encore dirigee 
dans le memo sens. Gonccvons ccttc force paralliile appliquee au centre 
des moments. Le plan mono par ce centre, perpendiculairement a la 
direction du moment lineaire, devra renfermer la force P et la force 
parallele; et, par consequent, oeltc derniere devra couper a angle droit 
la direction du moment lineaire, ce qui aura lieu, si l’equation de con- 
dition 

(:»•.«) cos a cos X -+• cos (3 cos/j. + cosy cosv = o 

oHt satisfaite. Colte condition (slant suppose remplie, on divisera 1’in- 
tensite Vp du moment lineaire par 1’intensite de la force P pour obtenir 
la perpemliculaire p abaissec sur la direction de cette force du centre 
des moments; puis on Iraccra, dans le plan dont nous venons de 
purler, deux droites paralleles a la force dejit construite etsituees, de 
part et d’autro du centre des moments, a la distance p. La force eher- 
eliee P devra necessairemcnt agir suivant une de ces parallbles, dans le 
mOiine sens quo la force deja construite, et de maniere a faire tourner 
le plan de droite it gauche autour du centre des moments. L’obligation 
oil l’on est do satisfairo it cette dernifcre condition determines celle 
des deux paralleles que l’on doit pr6ferer. Quant au point d’application 
(lc la force P sur cette parallble, il restera complfetement ind6termin4, 
ce qu’il ctait facile de prevoir; car, si l’on porte sur la m6me droite, 
mais it parlir de deux points dilf6rents, deux forces 6galcs et dirigees 
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dans le meme sens, Ieurs projections algebriques seronl evidemmonl 
egales, etil en sera de meme de lours moments, ainsi que des projee- 
tions algebriques de Ieurs moments limiaires. 

II est bon d’pbserver quo liquation (22), multiplier par l» 7 >, p,» n t 
litre presentee sous la forme 


(33) P cosa.Pjo cosX + P cos (3 . P/> cosp. 1* cosy. I* /> cosv . 

De plus, en attribuant des valours fuiics quelconques aux six quantiles 

Pcosa, Pcos|3, I* cosy; 

PcosX, Pcosp, P cosv, 

on en deduit evidemment des valeurs fining pour Ies suivantes 

D, », (3, y; 

Vp, I x, v; 

et meme pour la quantite 

D _IV 

a moins toutefois que la force P no s’evanouisse, auquel cas se.s pro- 
jections algebriques sont toutes nulles simullanemenl. Done, lors- 
qu’on fait abstraction de ce cas particular, la soulo condition neces- 
saire pour que six quantity, prises au hasard, puissent elre. censers 
representer : i°Ies projections algebriques d’unc force; 2" les proiee- 
tions algebriques de son moment lineaire, se reduit a cello quo lburnit 
equation (a 3 ), e’est-a-dire a l’evanouissement de la somme qu’on 
obtient en multipliant deux a deux les projections algebriques corros- 
pondantes, puis ajoutant les produits ainsi formes. 

En vertu des principe, que nous wnons d'dtaWir, i| cst clain quo, 

so’mmeT”” f0rMS etant appl ‘ ,u4es au m6me P 0 '" 1 ' »“ ilnnnn : ,» | re 

x, Y, Z 

IT” Pr ° ieCli0 “ S des X, r 01 =; n» I,, 


L, M, N 
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lies projections algebriques de lcurs moments lineaires sur les memes 
axes, on poiiiTii determiner I’in ten site de la resultante, la droite sui- 
vant laquollc elle a git et le sens dans lequel die est dirigee. Comme 
les six quantiles 

X, Y, Z, 

L, M, N 

reprdsentcront preeisement les projections algebriques de eette resul- 
lante el de son moment lineairc, on devra obtenir une somme nulle en 
les mullipliant deux a deux et ajoutant les produits. On aura done 

(.,/,) . LX -4 MY + NZ-o. 

l)e plus, la resultante ne pourra s’evanouir que dans le cas particulier 
oil les trois quantiles 

X, Y, Z 

soraient nulles simul tenement. Soient toujours R cctte resultante, Rr 
son moment lineuire, et a, b, c ; /, m, n les angles formes par sa 
direction et par eelle du moment lineairc avee les demi-axes des coor- 
donnees positives. La valour de R, ddterminee par la formule (n) de 
la page . r ><), sera linie et dillerenle de zero, a moins que les quantites X, 

Y, Z ne s’evauouissent a la fois. Si l’on fait alisLraction de ce cas parti- 
culier, les quantiles 

a 9 b , c, r 

an rent toujours des valours fmios, dcterminces par les formules ( 12 ) 
de la page 5c), el. par la suivanlc 

\J\s-\- M‘+ N 5 _ 

( 25 ) r ~ ■ H“ jx* H- Y 1 + Z * 5 

et il en sera encore de memo des valeurs de /, m, n, fournies par les * 
equations (6), a moins toutefois que r ne s’evanouisse, e’est-k-dire, ii 
moins que les trois quantitds 


L, M, N 
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ne deviennent nulles en memo temps. Mais, dans ce dernier eas, |(* 
moment lineaire 

It/- 


se reduisant a zero, il n’y aurait plus lieu de eliere-her les angles /, 
7 )t , n que sa direction fait avcc les demi-axes d<*s eoordonnees posi- 
tives. Dans la meme hypothese, la force R agirait suivant une droile 
menee par le centre des moments, do maniero a former aver ees demi- 
axes les angles a, b, c. Ajoutons que, dams le eas general, la direction 
du moment lineaire Rr devant 6tre perpendieulaire a e(dle di* la resul- 
tante R, les valeurs de a, b, c, l, m, ft doivent verifier I’equation de 
condition 


(26) cos«cos/ +■ cosi»cos/« 4- cose COS// : O. 

Or Cette equation, en vertu des fonmdes (raj (|). .«,) el des foe- 
mules (0), se reduit a 

( 2 -\ .L X + MY -h NX 


et, par consequent, a liquation (it'i). 

Les valeurs deX, \, Z, L, M, N 011 , ce qui revieul an 
des quantites R, a, b, c, r, /, m, 71., supposeos counties 


memo, cellos 
, ne suflisent 


pas pour determiner le point ^application do la force R. Soienl r„ £ 
les eoordonnees de ce meme point. Si I’on adople, pour.les demi-axes 
des eoordonnees positives, la disposition la plus ordinaire, on pourra 
donner aux equations (3) la forme suivanle : 


R(ncose — ? cos/;) — E, 

R(? cosa — £ cose ) ■= M, 

R(S cos & — i) cos a ) ^. N. 

, On en eonelnrn, en njant 6gard nun formulcs (;,) de la png,, r, ;) . 

j Zt) — y? =l, 

XC-Z^ =M, 

(y?-Xv) = N. ■ 



(29) 
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II somlile, nu premier nhord, que ces trois dernieres equations fouv- 
nissent les moyons do determiner les trois inconnues l, r„ £ en fonc- 
tion des six quantiles X. Y, Z, L, M, N. Mais il faut observer que, si 
Ton ajoule les equations (29), aprbs avoir multiple la premiere par X, 
la seeonde par Y, la troisibme par Z, on retrouvera la condition (24). 
Cette condition devant toujours etre remplie par les valeurs donnees 
des quantiles X, Y, Z, L, M, N, il on rcsulte que deux des equa- 
tions (29) entrainent la troisibme. Done il n’existera en realite que 
deux equations e litre les eoordonnees l, vi, Ces deux equations etant 
du premier degre, les dilFerenls systbmes do valeurs qu’elles fourniront 
pour les eoordonnees %, n, K correspondront a des points situes sur une 
memo droile. Cette droito sera precisemcnt celle suivant laquelle agit 
la resullante It. Sa projection sur le plan des y, s sera representee par 
la premiere des equations (29), sur le plan des s, x par la seeonde, et 
sur le plan des x, y par la troisiemc. Si Ton fait passer une parallele a 
eette memo droito par 1’origine des eoordonnees, les trois equations 
do la parallele seront rcspectivcment 

(So) i)Z — CY = o, ?X — X'L — o, £Y — yiX = o, 

ot pourront etre reniplacees par la formula 

n,\ L — ZL ^ 

(3 0 x -- Y — y’ 

il laquelle on parviondrait directcmcnt en observant que cette parallele 
est precisemcnt la droito suivant laquelle agirait une force qui, appli- 
quee a l’originc, aurait pour projections algebriqucs sur les axes les 
quantiles X, Y, Z. 

Si Ton pla^ait le centre des moments au point qui a pour coordon- 
nces <r # , y 0 , s 0 , les dquations (29) se trouveraient Templates par les 
suivantes : 

| (n-/n)Z -(? -*.)Y =L, 

(3a) (C-*.)X -($-*) Z=M, 

( a ~-*o)Y-(n-/„)X = N. 
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En supposant le memo point situo sur la direction do la (dace J{, 01 , 
aurait a la fois 


( 33 ) L — o, M N .<>; 

ce qui pcrinettraitdc subslituer anx oquat ions la formula 

(34) 

de laquelle on live iminediatoraent la suivaute 

(35) 


r \ ,)‘u K - «it 

" X ~ “v • Z 


'('ti _ 

cos a ~ cos b cose ’ 


cette derniere presents, sous la forme la pins simple, los equations 
d’unc -droite qui passe par le point dont los o.oordonneos soul. 
v«, s,, ct qui, prolonged dans un certain sons, forme, avoo los domi- 
axes des coordonnees positives, les angles a, b, r, 

Dans d’autres articles, nous appliquerons la thoorio des moments 
lmeaires a diflerentes questions do Slaliquo on do Dyiuimiqno. 
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QUE PEUT AVOIR, 

SUR LA V A LEU 11 *D’UNE INTEGRALE DOUBLE, 

l/ORDRE DANS LEQUEL ON EFFECTUE LES INTEGRATIONS. 


Dans m on premier Memoire sur les integrals definies, presente a 
i’Institut le 22 aofit 181 4, j’ai remarque qu’une integrale double devient 
quelqucfois indeterminee, et qu’alors elle prend deux valeurs -diffe- 
rentes suivant l’ordre qu’on etablitcntrc les deux integrations. Or la 
difference de ccs deux valeurspeut etre calculec directement, lorsqu’il 
s’agit de cas particulicrs. Mais on peut aussi la determiner en general 
et a priori a I’aide des integrates singulieres dont j’ai developpe la 
theorie, dans le Memoire de 1 8 1 4 > dans le Bulletin de la Society philoma- 
thique de 1822 et dans le resume des Legons sur le Calcul infinitesimal. 
Je vais revenir un instant sur cette determination, et je m’attacherai 
de preference a quelques integrates doubles dont la consideration 
fournit les moyons d’dvalucr un grand nombre d’integrales definies. 
Soient <p(a?,/), /) deux fonctions propres k verifier liquation 

t \ islfhil — . 

' 1 (\ v dx 

Designons d'ailleurs par F(a?,/) 1 ’un quelconque des deux membres 
de l’equation (1), par x 0 , X deux valeurs reelles de la variable x, et 
par / 0 , Y deux valeurs reelles de la variable/. Si la fonction F (x,y) 
reste finie et continue pour toutes les valeurs des variables x et / rem 

OEuvres dc C . — S. II, t. VI. l3 
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1U 

fermees entrc les limites x — x„, x X, y ■. ■ v„, y Y, on aura 
(a) f X f' F (4?,.r) dxdytsz f f l'\,<\y )dvdx, 

* r o ** J’o * J ,*'ii * ' r u 

ou, ce qui revient au memo, 

(3) f [<?(.r,Y) — <p(.r, f I -/(X.r) r i|//r. 

* y n 

Si, au conti'aire, la fonction F(.r,,r) deviant inlinir on imldormindo 
pour un ou plusicurs syslbmos do valours do x d do v oompris onlro 
les limites x 0 , X; y 0 , Y, Pequation (3) oossera d’etre exado, d I\m 
aura 

(■i) f f V{x,y)d,fdY~ ( f V(.,\ y),fv,f.r A 

ou, ce qui revient au memo, 

(S) f CT(J?,Y)~qi(» >t r,)]f/x= / |:/ > (X, i vj. •y > i.o„ i n|f/r A, 

•v. 

A designant la somme do plusicurs intdgralos singulieros [roir la 
XXXIV e Le$on de Caleul infinitesimal). Coneevons, pour fixer les 
idees, que les systemos de valours qui, onlro les limites ei-dessus 
mentionnees, rendent la fonction F(*,.v) indelorminee on inlinio, so 
reduisent a un seul, savoir, x = l,y « r ,. Alors, on roprdsontant par e 
une quantite infiniment petite, on trouvora (mrenooro la XXXIV" I,e- 
?on de Galcul infinitesimal) 


(6) 


A = lim / [X« + «,r)-z(S rfr. 

v $ o 


II impute d’observer que k condition (,) Mra toujour* veritidc «i Vm 
prend 


<7) 




^dfeignant une fonction rtelle ou imoginait, d«» vttritthl™ «,j,. Sup- 
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posons, on particular, 


(«) 


z x -J-.v 7 , /{=)--. 


[z — a — b \j‘— i )"' 


a, b designant deux eonstantes rcelles, ct m un nombre entier quel- 
eonque. Les fonmilcs (7) donneront 

w \.r~„ k, V. v . 

et la valeur do A, dotermince immediatement par l’int6gration, sera 
I’une do cellos quo nous allons indiquer. 

Considerons d’abord le cas oil Ie nombre m se roduit 11 l’unite. Dans 
ee cas on a evidemment £ = «, n = b, 


v — 1 


(10) 9 r —' x (■*>.)') = — . .. , — 

.r — a -| - (,)' — b)\j—\ x — a -+- (r — b) \J— 1 


et 1’on lire do 1’equation ( 5 ’ 


(■•) 


W-, /» lx- 
fT- 

T 

- « ■+■ (,r -- Z>) y/— 1 

1 

1 1 

•»o — «-+- (r — b) \/ — 1_ 

-1 

-l U- 

(Y — /;)y/— 1 

at — an- (.Vo— v'— 'J 

coqui revientau meme, 


/' A_r f _ 

(,V — />) rfy 

r Y 


(•a) 






r K (x — a) d.x r J 

■J CT + (Y - by + J rt (x - 


ay + (y~by 

(x — a)dx 


ay+0'*-i>y 




f. 


(X — • a)dy 


(X'- «) a - 1- (7 - by 


r 1 (a — x 0 ) dy 

J u (<* — «»)*+(/ — 


(Y— b)dx 


-a) s -t-(Y — by + J, o (x — ay+(b — 70) 8 
Si maintenant on effectue les integrations indiqu6es, on reconnaitra 


/ 


by 


{b — y»)dx 
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que, dans la formule ( 12 ), la parlio reelle du second membre s’dva- 
nouit, etl’on trouvera simplcment 


i3) 



arc tang 


•+• arc tang 


Y -b . b-.u 
3C=5 + •«“"(! r-« 

X — a ' X-.( 


Y 

/; 

, b r 

-1- are tang 


i air ( an # * 

a ■ • 

•*o 

tt .r 

tt- 


tt • ,r 

-I- are Uu»g -y — 

:y l 

i -aiviaiifr . 

b - - y 


pourvu que I’on adopte los notations dont nous nous sonimes loujours 
servis, etque Ton designe par arc tango? eelui des arcs, oompris outre 
les limites — ■+■-, qui a pour tangenlo la variable. v. Kntin, oontmo, 

en admettant ces notations, on aura, pour (les valours positives do .v. 


, , . 1 « 

arc tang# + arc tang - - 

et, pour des valeurs negatives de a>, 

arc tang# -+• arc tang ~ 

on conclura de I’equation (x3), en supposant a ronferme outre les 
limites X, et b entre les limites y 0 , Y, 

(*4) A = 27T^/ — 1 ; 

au contraire, on trouvera, commo on devait s’y attendee, 

(*5)' A = o, 

si la quantite a est situee hors dcs limites .r 0 , X, ou la quantite b hors 

des limites y„, Y. Alors, en effet, les fonclions x(.r, r), deter- 

mines par les formules (to), et par suite la fonction F(;r, t >'), oessont 
de prendre des valeurs infinies entre les limites a? = .r„, 

y J'o* y — Y* Done alors la formule (5) doit se reduiro a Fequa- 
tion (3). 

Si la quantite a etait <§quivalente k l’une des limites <r„ X, la quan- 
tite b restant comprise entre y 0 et Y, ou si la quantity b 6tait equiva- 
lente k 1 une des limitesy,,, Y, la quantity a demeurant comprise entre 
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.r 0 ct X, rune dcs quatro premieres integrates dc la formule (12), et 
par suite la partie recite dc A, doviendraient indeterminees. Mais, en 
reduisant Ics integrales comprises dans les formules (1 1) et (12) a leurs 
valours pnncipalos, on ferait encore disparaitre la partie reelle de A, 
et 1’on tircrait de la formule (12) 

(l6) A = 7 l\J — I. 

Concevons, par exemple, quo 1 ’on ait a = X, et que b soit renferme 
entre les lirnites y 0 , Y. L’ integrate 


07 ) 



(y-b)dY _ f y dy 

lX-ay+(j-b)*-J rt y-b 


aura une valour generate indotermineo (voir les XXIV® etXXY®Lecons 
de Calcul infinitesimal). Mais, si l’on rdduit cette integrate a sa valeur 

prineipale, c’<ist-a-dirc, a lij—yy on tircra de la formule (12) 


r Y («— tv„)dy 

f (Y — b) dx 

1 

r 

k 

J n -(„,~ Xu )*+ (y-b)* 

J rt ^--ar+(Y-b)^ 

J r , (x — a) s -+-(& — 7«) 2 J 


j / Y — 1) b — >'a , & — ^0 * a — a?o\ / — 

=- ( arc tang — - -l~ arc tans - — ^ + arc tang ^ — f + arc tang -r — — )y—i , 

\ \ ' as — «r ( ) » — «*‘o 1 — u u Jo/ 

on, ce qui revient an memo, A = iry/ — 1. 11 est bon d’observer que la 
valeur de A, fournie par l’equation (18), devicnclrait null e si la quan- 
tile b ccssait d’etre renfermeo entre les limites j„, Y. 

Si les quantites a ct & dtaient k la fois dquivalentes, la premiere a 
l’une des limites .r«, X, la seconde a Tunc des limitesy 0 , Y, il ne suf- 
firait plus, pour faire disparaitre la partie reelle de A, de reduire cha- 
cune dcs integrates comprises dans les formules (u) et (12) a sa valeur 
prineipale. Concevons, pour fixer les idees, que Ton ait en meme 
temps 

(19) a = X, b — Y, 

ct de plus a? 0 < X, /«<Y. Alors, dans le second membre de la for- 
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I* KI T AY 01 It, 


mule (12), les deux integrates 


( 20 ) 



(X-«) a +0'-A) 4 
(.r — a) dr 



r * 








deviendront infinies, etleur difference indetorininee. Mais, si, dans les 
formules (i i) et (ta), on remplace les limiles superieures des integrates 
relatives a a? et k y, savoir, X et Y par les quantiles a ■ - t, b ■ j, s desi- 
gnant un nombre infiniment petit, on, on d’a litres tenues, si I’on sup- 
pose A determine par l’equation 



la formule (12) se trouvera reduitc a 


t . = f h ~ z jL ; f b ~* Ll- h ) d r. __ .0 


^\r 


(a — x„)dy 


Ur, («-*,)*+ O'-*)* 


r "~ 1 

J.. ( 


(/> </■)■ 


Si maintenant, aprbs avoir effectuelcs integrations indiquecs dans la 
formule (22), on suppose e = 0, on trouvera 

(a3) A = (arc tang — ^ 4- arc tahg - 2 ') s/*~ ' 

\ a ~ ^0 *—,>*«/ 


et, par consequent, 

( a 4 ) A = £^= 7 . 

a T 


On arrivera generalement au nteme r^sultat, sf, la quantile a plant 
6 quivalente a 1 une des valeurs a?„, X de la variable x, et la quantite b 
k lune des valeurs /„, Y de la variable/, on remplace, dans les for- 
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mules (u) el. (12), la li mite ,r 0 ou X. ties integrates relatives b x par 
a -±. £, el la limile y„ 011 Y des integrates relatives a y par b ± i. 

Gonoevons a present que, les fonctions <p(:r,j), x(x,y) etant deter- 
ininees par les equations (9), on laissc au nombre enticr m line valeur 
queleonquo. On tirera do la formule (5) 

. r\_ \El'!r f" ^ciy 

• (v. i X — « H- {.y — b ) \J— 7 |"‘ J y , [.t 0 — a H- (7 — b) y/^i ] m 

/• x _jlx / ,x (lx . 

■ V„ { ft -I • (Y • ■ b) /-1 |"‘ ' X, \x — a + (/„ — b) ’ 



puis on on eonel.ura, on edootuanl les integrations, 
(•;<(») A-~o. 


Toulelbis la valeur do A pourrail cesser d’etre nulle, si la quantite a 
etait equivalenlc a I’uno des limites .r 0 , X, la quantite b restant com- 
prise outre jo <‘l V, ou si la quantite b etait equivalente a l’une des 
limites v„, Y, la quantite denieurant comprise entre x a etX. Suppo- 
sons, par exeinple, u X , b dlant renferme entre les limites j 0 , Y. 
Alors l’iulegrale 


07) 



1 (fy 


( 1 Y"-‘ f 1 dv 

W-T/ 4 


deviendra infinio, si tn cst tin nombre pair, et indeterminee, si m est 
un nombre impair. Dans le premier cas, la valeur de A sera infinie. 
Dans le second, olio sera indeterminee; mais, pour la rendre nulle, il 
suflira de reduire les integrates comprises dans la formule (2.0) a leurs 
valours prineipales. Les memos remarquos s’appliqucnt aux autres 
suppositions preced eminent indiqudes. Dans chacunc deces supposi- 
tions, pour que la valour de A, fournie par l’equation (20), s evanouisse, 
il cst ndccssaire ct il suffit i° que le nombre m soit un nombre impair, 
2 0 que l’on reduisc les intdgrales renfermdes dans le second membre 
de 1’dquation F leurs valeurs prineipales. 

Si les quantitds a et b etaient k la fois dquivalentes, la premise a 
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Tune des limites*;r 0 , X, la seconde ti l’unc dos limites y 0 , Y, il no sul- 
llrait plus, pour faire disparaitrc la partio reolle do A, do rod u ire les 
integrales comprises clans la formula (2.')) ii lours valours prineipalos. 
Concevons, pour fixer les idees, quo l’ou ail on memo tomps 

(19) fl = X, 

et de plus ar 0 <X, /„< Y. Alors, dans lo second membre do la Ibr- 
mule ( 25 ), les deux integrales 


( 2 8 ) 


r y 7 — 1 dr / 1 V"-' dr 

Jy, [X- a - 4 - (j Y - 6 )vP 7 i" ’ • / • L O' • W 

f- 

JrAx- 


dx _ r dx 

L [*-« + (Y-b)f-rA -J, u ay» 

deviendront infinies, et leur difference, savoir 


( 2 9 ) 


f ! ‘ dy_ / A dr 

\f-A J n O' - h r A ™ ’ 


deviendra infinie, si le nombre entier m — 1 , divisc par /j, donno pour 
reste 1, 2 ou 3 , et indeterminee, si m — 1 cst un niulLiplo do /,. Ajou- 
tons que, si, dans le dernier cas, on cffectue les inlogralions rolativos 
a a? et a y, non plus entre les limites x — ,r 0 , x a; y v„, y b, 
mais entre les limites x = x at x = @ y ™ y nt y .. b — j dcsi~ 

gnant un nombre infiniment petit, la formula (aS) sera rcmplaoee par 
la suivante 


f* y/- 1 dy^ r b ~* {zzi'A. 

[(J — l> ) \f i j " l Jy t } ,r„ — a -h ( y (>) r |"' 

r . dx 1 r < i * 

Jr, J Xt |> _ « rj*" * 

de laquelle, on posant aprts les integrations « = o, on tircra encore 
< a6 ) 4=0. 

On .rriver.it geniralement an nteme result.!, si, I. quantity « .Haul 
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mluite a l’unc des valours a? 0 , X de la variable x, la quanlite b k 1’une 
des valours jo* Y do la variable j, et le nombre m — i a un multiple 
do 4* 0,1 rcmpla^ait, dans lo second membre de la formule (25), la 
limito ,r„ ou X dcs integrates relatives a x par a ± e, et la limite r 0 ou 
Y dos inl.egralos relatives a j par b± t. 

Hu resumanl tout cc qui a etc dit ci-dessus relativementaux valeurs 
de A detonninoes par les equations (u) et (25), on obtient immediate- 
ment les deux tUeorcmes quo nous allons enoncer : 

TiftiontatR I. — So lent a, b deux quantiles reelles; x 0 , X deux limites 
reelks de la variable x\ j 0 , Y deux Untiles reelles de la variable v; et A 
ime expression imaginaim dont la valeur soil fixde par V Aquation 


J .... r x | . 

r 

- a - 1 - (,r — 

1 

1 -..-1 

x„ — a + (,r — b)\J— i J 

1 ] 

( -L 1 r ' • 

- ( 7 . - 4 - (Y — to f—i 

.v — a 4- ( r„ — b)\j— i J 


On aura 


A = o, 


si la quantile a esl stiude hors des hnales x 0 , X, ou la quantile b hors des 
Untiles jo , Y. On trowera, au contraire, 

A = 27T \J— I, 

si l’ on suppose a la fois la quantild a renfermde enlre les limites x u , X et la 
quanlild b enlre les Unities j„, Y. De plus, si, dans la derniere hypothese, 
l' tine des differences 

\. — a , a — d? 0 ; Y — b, b — y 0 

deviant prdcisdment Again a sdro, on aura simplement 

A = 7T \/— 1 » 

pou/vu que , dans le second membre de la formule ( n ) * on fAduise l inte- 
grate qui deviendra inddterminde a sa valeur principale. Enfin, si deux des 
OEuvres d« C, — S. H, t. VI. 
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■differences 

X — a, a — x 0 \ Y- b, />- )■„ 
s’evanouissent simultanernent, on aura 




i, 


pourvu que, dans le second membre de la fonnule (i i), on rent place la 
limile j? 0 ou X de I’intdgrale relative a x par a ± s, la linute y # on Y tie 
1‘ integrate relative ay par b dr e, el le nombre e par zero a pres les integra- 
tions effectives. 


TheorSme II. — Soient toujours a, b deux quantiles rvelles; ,r 0 , X deux 
Unities reelks de la variable x ; ety 0 ,Y deux /unites recites dr la variable y. 
Soient, en outre, m un nombre entier quelconque, el A une expression ima- 
ginaire dont la valeur se deduise de 1’ equation 


(25) 


( a = f V Z — 1 dy 

) •4o [X — a + (y — b) \J — i |"‘ 

-f 1 — 

1 J*, [^-« + (Y-i)v/=7j"‘ 



\/ — i dy 

a 4- ( >• - h) \ i 

de 

a -h l,l\i - b) f -i 


On aura 

si aucune des differences 


A=o, 


X a, a — ; Y — l), /> ■ ■ )- () 

nedevient igale d zero. Si l’ une de ces differences s’dvanouil, A prendra 

une valeur infinie ou mdetermmec, suivant que m sera un nombre pair ou 

un nombre impair; et, dans le dernier cas, on pourra faint evanouir A, en 

reduisant, dans le second membre de la fonnule (a5), I’intdgrale qui 

deviendra indeterminee d sa valeur principal Enjin, si deux des diffe- 
rences 

X — a, a-* 0 ; Y-b, b — y 0 

dieamuissent simultanernent, 4 pnndra me valeur infinie ou inMter- 
, suwant que le nombre m — i sera oune sera pas divisible par 4 , et, 
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dans le dernier cas, on pourra encore fairc dvanouir A en imiplapant la 
limit e .r 0 ou X des inlegrales relatives it at par a±t, la limite y 0 on Y des 
inleyrales relatives it y par b ± i, el le no/nbre e par zero apre's les inte- 
grations e/fecl tides. 

Si I’on suppose quo, des quatre quantites « 0 , j 0 , X, Y, les deux pre- 
mieres soienl negatives et les deux dernieres positives, alors, en posant 
a = o, b - ■ o, <lans les theoremes l et II, on en tirera 


O') 


tTV ' 

,„JL V/,. 

' U-K)V“ 

■ r o ■+■ >' “ 1 / ; 

CrH-Yv/— * 

- --7=) (Lv 

if I'd V' — 1/ 

/‘ v v : -~ < { y 

r Y 

(*+77=7)* - 


/' x ^ i 

r' ! (U 

(.e - 4 -V V /=^)“ - 

L’o (* /f +■,>'<> — 0 



SUR DI VERSES RELATIONS 

QUI EXISTENT 

ENTRE LES RFSIDUS DES FONCTIONS 

F/r 

LES INTEGRALES DEFINES. 


Soit/(,r) une fonction donnee de x. Si Ton pose 


(0 


/(*) 


r ((/(«))) 
x—z 


a *(4 


la fonction ts[x) [voir la page 34) conserves, on general, uno valour tinie 
pour toutes les valeurs finios, r6elles ou imaginaires do la variable .r. 
Par suite, si 1'on integre, par rapport aux variables x ot y, les deux 
membres de I’equation identiquo 

( 2 ) - / — -d m{x + y\/— j) 

d y v - dz . 


entre les limites x = x Q , 


v — X-iy =,Xo> y = Y, on trouvora 


(3) 


C® ( ■ x ■+■ Y y/— T) — m(x + J 0 \J— 7) I ] dr 

= f ( X j y/^T) — Y \f—\) | c/r : 

° yt 


puis, en remettant pour ®(») sa valeur tir6e de 1’equation (i), on aura 
I ^ X_f " y iPD —/(*• + y y/^T)J dr 

I ~L W J? + Y V ^T)-/U +<r ^IJjdx-x, A, 


( 4 ) 
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la valour do A otant 



Soil maintenant s — a ■+■ b \j— i unc quelconque des valeurs de s pro- 
pros a verifier l’equation 


(«) 


7 < 7 ) 


~o; 


ot supposons quo cctto equation n’ait pas de racines egales, dont la 
valour commune soit a +• b\J—l. En vcrtu du theoremo I de la page 12 1 , 
la valour do la difference 



oorrespondanto a s = a-t b y/— 1, se reduira simplementk zero, si la 
quanlito a ost situee hors des limites a? 0 , X, ou la quantite b hors des 
limites jq, Y; ot a awy/— r, si les quantites a, b restent comprises, la 
premiere cnlro et X, la secon'de entre y 0 et Y, sans verifier aucune 
dos conditions 


(8) a = .r 0 , fl = X, 

(9) b = Y. 

Done, si 1 ’dquation ( 6 ) n’a point de racines egales, ni de racines dans 
lesquellos la partie rdelle coincide avec Tune des limites cc 0 , X, ou le 
coefficient de \/— r avoc Tune des limites y 0 , Y, on pourra, dans le 
second membre de la formule ( 5 ), remplacer g6n6ralement repres- 
sion (7) par pourvu que l’on derive k droite et k gauche de la 

caract&rislique ,f , comme on l'a d6jk fait a la page 28, les quantites 
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•*o> X,j 0 , Y, a fm de resscrrer le residu integral outre les limit, >« con 
venablcs. On aura done alors 

0°) a = 1 ((/(«))), 

•*‘o .Vo 

et, par suite, I’equation (4) donnora 


^ 'f [-/(X + j v'—i) — /(.r tl i- v \ ''T,') | ,/ y 

I X 

—f [/(■*■ H-Yv/— i)— /(. r «)!<•/./• 

J'o . 

= ((/(*))). 

•*'o J‘o 

Coneevons nontenant que = = « + /,/ Hunt uncles i,,,.- 

gales de liquation (6), yMlo I'mic des conditions (8) „„ 
conditions (9). Les formulas ( 4 ) et (S) oontinueronl ,l„ subsist,,,.. „i 
dans chacune d’elles, on reduit I'intfigrali, in, Idler,,, in,'.,. i, »„ 

rZ2‘ s «„ m b Z “ VCT, , U du th4ort "'° ^ nmU ’ h * «• 

1 expression ( 7 ), correspondante i, = = u + 4 v /r 7 , sm ri . m ; , 
quantile a est s.tueehors des Iimites X, ou la quantin', /, |,„’ rs dra 

— a + br^% V da " 3,ecas Hone, loi-squi' la raeiiii, 

--a + iy_' veriiie l'uno des conditions (8) »„ (9), p™,,-,,,,, 

^■dre D'dllem" ^ ’* '' al °" r <,a ’ oll ° aUrait ,lan “ lc <=«■ oei',1 

tat^af rCm " qU ' *!» ««- *»• lc residn 


(l2) 




r L. ((/(-))), 

' r 0 Jo 


rlduifk h 1 ^ 8emWable racine doit 6tre paroillemonl 

^ T D ° nC ' ", <*> ■<»* des 

que l’on y reduise Vintfe ° mu ®fr , ) con . Un < , «» de subsister, pourvu 
principal e. gF& 6 qm deviendra in determin6e k sa valeur 

Concevons encore que la valour , . 

que valeur z = a + bs/- l , 6tant U nc des 
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racincs inegales de l’equation (6), verifie tout a la. fois l’une des con- 
ditions (8) et l’une des conditions (9). Les integrales comprises dans 
les formules ( 4 ) ct ( 5 ) deviendront infinies. De plus, ces formules 
continucront de subsister, si Ton remplace la limite x 0 ou X de l’inte- 
grale relative h x par a ± e, la limite y 0 ou Y de l’integrale relative a 
y par b ± s, et le nombre e par zero aprfes les integrations effectuees. 
Ajoutons qu’en vertu du theoreme deja rappele, la valeur de l’expres- 
sion (7), correspondante a z = a + b\J—i, se reduira simplement a 

- \J — 1 ; e’est-a-dirc, au quart do la valeur qu’elle recevrait si les quan- 

tiles a , b demeuraicnt comprises, la premiere entre x 0 etX, la seeonde 
outre y a ct Y. Or nous avons remarque (page 29) quo, dans l’expres- 
sion (12), le residu particl relatif ii une racine de liquation (6) devait 
<Hre precisement reduit au quart de sa valeur, lorsque, dans cette 
racine, la partic recllc co'ineidait avec une des limites x Q , X, et le 
coefficient de \J— .1 avec une des limites y t , Y. Done, si l’equation(6) 
admet des racincs do cette espccc, la formule (11) continuera de sub- 
sister, pourvu que les limites des integrales relatives a x et a 7 subis- 
sent les modifications ci-dessus indiqu^es. II est d’ailleurs facile de 
s’assurer que, pour obtenir le resultat auquel ces modifications con- 
duisent, il suffil de rapprocher Tune de l’autre les deux limites de 
ebaque integration, on diminuant ou augmentapt cliacune de ces 
limites de la quantile infiniment petite e, puis de faire, aprfes les inte- 
grations ellcctuces, s = o. 

La formule (i 1), elablie commc on vient de le dire, suppose evidem- 
ment que la fonclion f{x- t- ysj^) conserve une valeur unique et 
determined, au moins pour toutes les valeurs reelles des variables a;, 
y comprises ontre les limites x = x 0 , x = X; y-y<><y — Y- Cela 
pose, en resumant co qui precede, on obtiendra imm6diatement le 
theorbme quo nous allons cnonccr: 

TiuiORiiME I. — Soient x,y deux variables rielles, et s = x-h y\/—i 
une variable, irnaginaire. Soient d’ailleurs x 0 , X deux limites reelles de la 
variable x\ y 0 , Y deux limites rielles de la variable y, et f{z ) une fonc- 
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lion rdeUe ou imaginaire de s, qui conserve une valour unique cl del or mince 
pour toutes les valeurs de x et dc y comprises e.ntre les limit os ,r = .r (l , 
x = X ; v = v 0 , y = Y. Si l’ equation 


na pas de racines e gales, on aura, on general, 


(») 


[ [/(X + .n 7 — >) — /(•*« -I' .»* v™ 1 ) 1 dy 

— f [/(«' + Y v/^T) — /(.« -I- ,)•(, v/ : ~) | d.v 


'*a 

= 2xv/=T " ( T V ((/(«))). 

•»*# .Vo 


Ajoutons que si, dans la form.uk (i i), /’«/?<? <7o.v integrates dcvienl 
indetemiinee, il faudra la reduire a, sa valeur principale ; et que , si olios 
deviennent toutes deux infinies, on devra rapprocher /'une de. 1' autre les 
limites de chaque integrate, en faisant crottre ou decmUre res limites de la 
quantite injiniment petite e, el supposer, aprds les integrations effect tides, 
s = o. 


Supposons maintenant que l’oquation (G) ait plusieurs racines 
egales, dont la valeur commune soit s = a-+- t> v'— 7, et designons par 
m le nombre de ces racines. II est clair que 1c rosidu de 


(i3) 


/(*) 

? 

X — Z 


relatif a la valeur a 4- b \/—i de la variable s, sera le memo que celui 
de la difference 


fj=) 

' = rn + (f^£±A vEM£l I 

jc — a—bff^i [x — a — b ff—if ' (*• — a — fty/— r)"‘ 
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et par consequent egal a 


04 ) — 


A, 


,r — a • 


b\!—\ (,r — a — b 


-t-. 


si 1’on rcprescnle par 



0 5 ) A i> A s , A,„ 

les residus dcs functions 


(r6) /( = ), (z-a-b<J~ ,)/( 3 ), ( z - a -b\/~ i)"-‘/( s ), 

relatifs a la valeur dont il s’agit. Par suite, dans le residu integral qui 
forme 1 c second membre de I’equation ( 5 ), la partie relative a 


sera 

(• 7 ) 


pourvu quo l’on lasso generalemcnt 


1 

>> 

i! 

r 

I 

) 

I 

08) j 

r 

1 1 

1 1 

£ 

1 

a 

+ 

I 

-vs f^r\ 

[ / 


; -1. 1 


[x—a + (y 0 - 

■b)s/—iT\ 


Cola pose, conoevons d’abord que la quantity a ait une valeur distincte 
de chaeune des limites .r 0 , X, et la quantite b une valeur distincte de 
chacune des- limites y 0 , Y. En vertu du theoreme II de la page 122, s 3 , 
. . ., s, n s’evanouiront. Quant a la valeur de ou, ce qui revient au 
meme, de l’expression (7), ellc sera toujours determine parle theo- 
remc 1 (p. 1 21). Done la formule (11) continuera de subsister comme 
dans le cas oil Equation (6) n’avait que des racines inegales. 

Admettons, en second lieu, que les quantites a, b v^rifient 1 ’une des 
Equations (8) ou (9). Alors, en vertu du theorfeme II (p. 122), s it s A , 
s a , . . . acquerront dcs valeurs infmies, et s 3 , s s , s?, ... des valeurs ind6- 
termin^es, que l’on pourra faire 6vanouiren r^duisant chacune desinde- 

OJKuvrcs de C, — - S . II , t . VI . * 1 7 


z — a H- b \j — 1 
Aj.?! 4 - A 2 .9 2 -k . . -f- A ui Sjff , 
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(erminees a sa valeur principal. Done, pour quo le polyndmo (17) so 
reduise k son premier terme A,.? ( , il sera ntscessairc : i° quo le second, 
Iequatrifeme,lesixteme, ... termes disparaissent,c’cst-k-diro quo Ton ait 

(« 9 ) A *=°. A *=°> A «=°* 

2 0 que Ton reduise les integrales indeterminees it lours valours prin- 
cipales. Sices deux espbees de conditions sont complies, la formulc (r 1) 
continuera de subsister. 

Admettons enfm que les quantitesa, iverifient tout it la foisl’une 
des equations (8) et l’une dos equations (9). Alors, on vertu du thoo- 
reme II (p. 1 22), s 2 , s t , s 4 ; s 0 , s T , s s ;s l0 , ... acquerront dos valours infi- 
nies, etf,,f s , s t , ... desvaleurs indeterminees, <{uo I’on pourra fairo 
evanouir en remplagaut la limite oc„ oil X dos integrities relatives it ,r 
par adzs, la limite y„ ou Y des integrates relatives a y par b±z s, ot le 
nombre t par zero apres les integrations effoctueos. Done, pour quo Its 
polynbme (17) se reduise it son premier terme, il sera nocessairc : 
i° que I’on ait 

(ao) A,= o, A 3 =o, A*=:o; A 0 = 0 , A 7 =o, Aj=;o; A l0 ~"o, ...; 

2 0 que les limites des diverses integrales soient modifiees comme on 
vient de le dire. Si ces deux espbees de conditions sont complies, la 
formule (n) continuera de subsister. 

Il est essentiel d’observer que si, en supposant, dans la formule (18), 
le nombre n plus grand que l’unite, on substituc, aux limites de l’inte- 
grale relative u ou a 7, les limites plus rapprocltees qu’on obtient 
en augmentant ou diminuant ® 0 , X, y 0 ct Y de la quantity infmiment 
petite e, la valeur de s n , correspondante aux valeurs principales des 
deux integrates, et developpee suivant les puissances ascendantes do 
£ ne renfermera jamais de termes finis, mais seulcment des termes 
mfiniment petits proportionnels k «, k «*, k e t de plus, quand 

elle deviendra infinie, uu terme proportionnel ^ JL. Done, si Ton re- 
duit les integrates comprises dans lesformules (4)et(5)k leurs valeurs 
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principals, et Ids limites de ccs integrates h des limites plus rappro- 
ehecs, rospcctivemont equivalentes aux quantites x 0 , X, 7#, Y aug- 
mcntees on diininuecs dc e, la valeur de A, developpde suivant les 
puissances aseendantcs de s, aura pour tcrme fini la somme des pro- 
duits dc la forme A,.v,, e’est-a-dire lc produit 

(»0 <(/(*>». 

•»*0 Jo 

Par suite, si l’on fait evanouir s, A ne pourra conserver une valeur finie 
qu’autant qu’il sc reduira au produit (21). On peut done enoncer la 
proposition suivante : 

TuftonfcMK II. — Les memes chases diant posees que dans le theoreme ], 
si la difference 

j v'- '< f ' I '/( X + / v/~ ) -/( .r, + ,)• f=i j] dr 

t \ J ,V# 

( ' 42) r* _ _ 

f “■ / LA* H- V y/- 1 ) —f[as 4-j 0 f- 0] dx 

' «>, 

conserve une valeur finie et ddterrnine'e, dans le cas oil Von remplace les 
integrales qu’elle renferme par leurs valeurs principales, les limites de ces 
integrales par des limites plus rapprochdes, respectivement equivalentes aux- 
quantites iv n , X, v„, Y augmenldes ou diminudes de &, et lenombre t par 
zero, aprds les integrations effecluees, la valeur finie de la difference (22) 
sera prdcisdment 

(on) a tv y/ — 1 /,((/(-)))• 

Jin d’autres termes, la formule ( 1 1) se trouvera verifiee. 

Ce nouveau theordme ne suppose pas, comme le premier, que li- 
quation (6) admette seulementdes racines inegales. 

Si, pour fixer les iddes, on suppose et Y, alors, en 

designant par e un nombre infiniment petit, on aura, en vertu du 
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theoreme IT, 


V — I f [/( x + .)■ v / - 0 -/( .r 0 -h y v/-- > XI <<>' 

•'Vo+s 

f [f{ x + Yy/ — i ) — f{x -H,r 0 V — i ) | <l.r 

= >’ ((/(-))), 

.*'o .Vo 


pourvu que Ie premier membre de la formule (a3) ait urn; valcur linie, 
et que Ton reduise les integrates comprises dans ce premier membro 
ii leurs valeurs principales. 

II nous reste ii montrer quelques applications ties formules (ir) 
et ( 2 3). ' 

D abord, si 1’on pose, dans la formule (ii), 

.n=«, Y 

f 0 —O, 

Xo — A It, 


ou bien 
ou enfin 


o, X — fl, 

&<) — — a, X = o, 

• z 'o= — a, X = «, 


a et b designant deux quantites reelles, on obtiendra suecessivement 
les trois equations 


( a 4) 


( 25 ) 


( 36 ) 


|jT [f[x + bs/-i)-f{x)]dx 

f [/(^ ■+■ b \J — i) — /(ar)] dx 

^ — a 

=^/W^o-/(-«+^)] lfr _„j <C ‘ ((/W)V _ ri 

/* [/(*+ ft V^I) -/(*)]<*» 

J . ’ V ((A , )))vC7i 


! r a 
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dans lcsquelles les integrates intteterminees doivent toujours etro 
reduites a leurs valours principales. 

Soient encore 

,? 'o ^ y J‘o = a f Y b. 

Si l’equation (G) n’a point de racine equivalente a 1 ’une des expres- 
sions imaginaires 

(37) n+bs/—!., b + a\/~, b + b\/~, 

on tircra iramediatoment de la formula (11), en remplagant la lettre y 
par la lettre x, 

. ,.b 

l / IV C r + b\J—i) —f{x 4 - a — 1) — \J — + — 1) + v'— */(<* + V— J )j dt ' 

(98) ] " _ 

= -»* l ((/(-) ))✓“>• 

V a tt 

Si, au conlraire, on comptc au nombre des racines de l’equation (G) 
une ou plusieurs des expressions (27), on tirera du theoreme If, on de 
l’equation (a 3 ) 

_ ; 

/ L/C* -t- b\J— 1) — f(x 4 - a y/— 1) — \J—if(b 4- x i) 4- \J — if {a. .4- x \J— 1)] d'x 

" ft — Z 

= -37 ir *£*(</(«) ))v^, 

puis, en reduisantsa zero, on reproduira la formula (28). En conse- 
quence, on pout enoncor la proposition suivante : 

TiteonfeME III. — On a generalement 

I f L/C* + b y /“) —f{x 4 - a \f^l) — sT^/{b 4- a: A~~ l ) + \f— > 1 A a + * V 1 "* )J dj: 

J “ t b ' ' ' 

= ((/(•») ))V^. 

/1 a 

.r ■ 

pourvu que Von reduise V integrate relative ax a sa valeurpiincipale. 
Supposons maintenant que la fonction/(a? ») stevanouisse 
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pour jt = ± » , quel que soit y. Alors, si Ton prend 

% r Q z= — .00 , X = co , y 0 =_ a, Y b 9 

Fintegrale relative &y s’evanouira dans la formule (i i), et I’on so Iron 
vera conduit au nouveau theoremc que nous allons enoneer. 

TheorAme IV. — Si la fonclionf{x-\-y \J—i) s' evanouit pour x = ± cc 
quel que soit y, on aura generalement 


( 2 9) / \-A x + bsf=i) —f{x 4 a dx ~~ ■ -.i7r f ((/(-))) 1 . 

pouiru que Vintegmle relative a x soit reduite a sa valour principals. 

On etablira, sans plus de difficulte, la proposition suivantc : 

Theoreme V. — Si lafonction f[x 4 -y \J~ 1 ) s' evanouit poury ± x , 

quel que soit x, on aura generalement 


< 3o ) f [/( b 4- y 1 ) — /{a 4 r v - - T)J clr 



l( /(*))). 


que Vintegmle relative a y soit reduite a sa raleur pnncipale. 

Concevons a present que la function J(x 4 y ^ — 1) s’ovanouissc : 
i° pour x = ±zo , quel que soity; a" pour y - ao , quel quo soil a-, 
et soit $ la liniite vers laquelle converge 1c produit 

( 3 0 y\f~i)f{x -\-y\J~~i) 

pour des valeurs croissantes de y; alors, on designant par b un tres 
grand nombre, on aura sensiblement 


. {x+b<fri)f{. c+bs [=r 1 ) = $ > fo+byfZTi)- 


iV -4- b \j — I 


f f(x + b\f^l)dx — c 1 f°° — f f *dv j / — - r* b d.r 
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puis, cn veduisant ehaquc integralo ii sa valeur priucipale, 

■ j f(.t i -|- b \ — i ) dx — — Tt-f \j— i . 

*■■■00 

Cola pose, on lirora do la formulo (29), en attribuant ala quantite a 
unc valem* nullo, ot a la quantite b une tres grande valeur, 


(3«) J y(#)d»=z %*)/•■- 1 1 _"£"((/(«)))-"*]■ 

Bn supposant, dans I’equation (3a), la constante $ reduite a zero, on 
olablira lo thoorenic suivant: 

Thicoiu:mk VI. — Si la fonction f (x 4- y \J — 1) s’evanouil : 1 "pour 
x = ± 00 , quel qm soity; 2 0 pour y = ac , quel que soil x, on aura gene- 
ralemcnt 

(33) ( aw £ ((/(*) )W~ *> 

- » « 


pou/vu que /' ink 1 grate soil reduite a sa valeur priucipale, et que le prochut 
(;C 4- y y/— i) y(a; 4- y y/ — i ) s’ evanouisse avec la fonction f{x 4 - yj— 1 ) * 
en vertu de fa supposition y = ao . 

On pourrail aisement revenir du theoreme VI a la formule (32). En 
effet, si la supposition y = x reduit le produit (3x), non plus a z6ro, 
mais 11 une quantite finie la meme supposition fera evanouir le pro- 
duit 

(, +J yr7) [/(*+W-T)- — -~=] «U+W^A*+W=0-* 

On aura done, en vertu du theorbme VI, 




puis, en reduisant chaque integrate a sa valeur principale, et rempla- 
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cant, en consequence, l’integrale 


par zero, on trouvera 



(34) 



Comme on a d’ailleurs, en vertu des principes du calcul dcs residus 
( voir Ies pages 23 et suivantes) 






3 

— 5 


il est clair que la formulc ( 34 ) reproduira liquation (3a). 

En supposant, dans les equations (2.4) et (2.)), a — 00 , puis, appli- 
quanta ces equations Ies raisonnemcuts par lesquels nous avons ddduit 
le theoreme VI de la formule (29), on sera immddiateniimt conduit a 
deux propositions nouvelles, que nous allons dnonccr : 

Theorejie VII. — Si la function f { x -> ry \ j '— i ) s'evanouit : i° pour 
x = zo , quel que soity; 2 0 pour y = ao , quel que soil x, on aura 

(35) ^ — ^ f[ y f-i)(ly + a 7T " (( /(a) )) y/~7, 

pourvu que chaque integrate soit rdduite a sa valour principal e, el que le 
produit ( 3 i) s evanouisse avec la fonction J(x -{— y \/ — 1) en vertu de la 
supposition y = co . 

Th£or£me VIII. — Si la fonction f ’[x 4- y \j — i) s'evanouit : 1* pour 
x = — 00 , quel que soity ; 2 0 poury = 00 , quel que soit x, on aura " 

(36) = /(^)rf /+ H_’ ( r‘c(/( 5 )) )v Ci I 

pourvu que chaque inte'grale soit rdduite d sa valeur principal, et que le 
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produit (3i) s’tivanouisse avec la fonction fix -hy \/—i) en veiiu de la 
supposition y — oo . 

Lorsque lcs formulas (35) ot (36) subsistent simultanement, en les 
ajoutant I’uiie a l’autre, on reproduil 1’equation (33). De plus, si, dans 
la formule (35), on remplacc la lettre y par la lettre x, on obtiendra 
la proposition suivante : 

TuEontiMis IX. — Si la fonction f{x + y\J — i) s’evanouit : i° pour 
x — oo , quel que soil y ; 2° poury. = co , quel que soit x, on aura 

J r* » 

' !./(•*) — '/— i)] dx — ™ ((/(=) )) \i~b 

0 l) w 0 

powvu que Vinleyrak soit. reduite a sa mleur principale, et que le pro- 
duit (3r) s’evanouisse avec la fonction f(x -byj—i) cn vertu de la sup- 
position y — oo . 

Gommoon peut deduirc 1’equation (37) de la formule (28), en pre- 
nant a — o, b = 00 , il est clair que cette equation subsiste dans le cas 
memo oil la fonction /(a?) dcvient infinie pour x = o. 

On pourrait presenter les diverses equations que nous venons d’eta- 
bl ir sous dillerentes formes distinctes les unes des autres. Ainsi, par 
example, on reconnaitra sans peine que l’equation (33) peut etre rem- 
placcc par I’uno des suivantes : 


( 38 ) 


- r ((/mmvt- 

2 _»^o 


( 39 ) 



2 


dx __ 
x 



On deduirait aisement des formules qui precedent les valeurs de 
presque toutes les integrales definies connues, et d’un grand nombre 
d’autres, sp6cialement de celles que nous avons considers dans le 
Memoire sur les integrales d6finies prises entre des limites imaginaires 
(pages Gi et suivantes). Ainsi, par exemple, on tirera immediatement 

OEuvrcs de C . — S. II, t. VI. 
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de la formule ( 38 ), en d4signant par f(a?) une nouvelle fonction do x, 

et par rune constante positive, 


X 

X 

X 


" f(,g) — f(-aQ dx _ “ p “ // f(g) 

ay/ — i x — \\ 5 


f(a>)+f(— x) 

7* dx ___ 

.« “r( 

-oo^O \ 

7 rf(a) 

1 

7* 2 

\ a a -+- r s 

f(a?)— f(— x) 

x dx _ 

n “ r m ( 

( a f(a) 

IT 

<s 

x 2 H- r* 

-oo^O V 

\ a a /•* 



D’ailleurs, si la fonction f(# +y\j— i) ne dcviont pas infinic pour des 
valeurs positives de 7, on aura, en vertu dcs principcs du Calcul des 
residus (voir les p. 23 et suivantes) : 


“r“/YMYi = i riXfl _if ( o) 

m r((lM-W- r f(ry/~i) 

. .A 

"rV/ gf (a) r , gf( g) _ f(ry/~) 

-«°o n^+ ^ )) 0 (a + /■ y/-, )((.-_ /• y/37)) ~ — 

On trouvera done defmitivement 


(4o) 

(40 

m 


r f(.r) — f(— a?) rfv _ 7 T 

K a y/^7 2 


ff(0 + f(-0 rate , N 

J 0 a i(J s + /- s — a f ( r V C - 1 ). 

f"° f(aQ — f(— a?) 7r , — . 

J 0 2 y/~ T 


La fornaule ( 4 i) suppose setilement que la fonction f (x +y\[-~i) con- 
serve une valeur finie : i° pour or = ± « , quel que soit 7; 2° pour 
7= 00 , quel que soit x. Les formules ( 4 o) et (42) supposent en outre 
que f(«+7^-i) s’ 4 vanouit pour7 = oc . Si cette dernifere condition 
n’ 4 tait pas remplie, on devrait aux formules (4o) et (42) substituer 
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les deux suivantes 


( 43 ) 

( 44 ) 


jf 

f. 


2 \/—l * 2 


- fWr-fc*) ^ = I Wrv cr> _ *], 


X 1 


qui se deduisent l’une et l’autre de liquation (32), et dans lesquelles 
§ d6signc la valeur de f [x + y \J— j) correspondante k/ = ». 

Si, dans les formules (4o), (40» ( 42 ), (43). (44), on remplace f (a?) 
par I’une des functions 


« et b etant des quantites positives, on obtiendra les equations 


( 45 ) 

( 46 ) 

( 47 ) 

( 48 ) 

( 49 ) 


r* . dx n 

X * 2 

X 00 rclti tc C * • xdx <iu 

r* . . /tf7T 7 \ 71 

jf = '«*■. 

J s* 00 d X! TC 

[ <■“»** sin {a sin ft a?) ~ = - («" — 1) ( l )> 

0 

J /i » r dr. tt 

( c a«08Aa C os(aSini>J?) — a — —j = - e ' U ~‘ > 

0 

r e rt 008 b x gi n s j n ^ (e ac- '" — 1), 

/ d? "T* / " «» 

* y o 


Les formules (46), qui ont ete donnees pour la premiere fois par 
M. Laplace, et dont la seconde comprend comme cas particulier 1’6- 


(*) Los valours trouv6os pour l’integrale (48) et pour la seconds, des integrates (49), 
ilana 1 0 Me'moire sur les integrates prises entre des Unites imaginaires, sont ineomptetes 
et doivent 6tro remplacdes par celles que nous donnons ioi. Cette erreur provient de ce 
qu’on avait employe, pour determiner les deux integrates dont il s’agit, les formules (40) 

et ( 4 a), au lieu des formules (43) et (44)- 
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quation ( 45 ), sont elles-memes comprises clans la forniule (47). Ajou- 
tons que cette derniere suppose le nombre a ronferme entre les 
limites o, 2, et que, si Ton y fait b = 0, r = 1 , on obtiendra line des 
integrates les plus rcmarquables donnees par Euler, savoir 


( 5 o) 



. it 77 

2 sin — 
2 


Si, dans l’equation (37), on rcmpla$ait succcsaivemcnl f(.r) par Ins 
deux fonctions 

gax\l~ gax\jr 7 

■i- ’ /•'* ) ’ 

on en tirerait 


(51) 

( 52 ) 


j"° cosax — 


S' 


dx-=. 0 , 


COStf# — rfj? 




TT /s . <7/’ 

-T““ 7 = ; 

or -hr* 2r w 


& 


Nous’ developperons dans d’autrcs articles les nomlnvuses rouse- 
quences des formules generates auxquelles nous sommes parvenus dans 
celui-ci ; etnous allons montrer, en finissant, comment, a 1’aide de ees 
formules, on peut, dans beaucoup de cas, determiner le rcsidu integral 
d une fonction donnee/(s), c’est-ii-dire, la somme de tous les residua 
qui correspondent aux diverses racines do i’equation ((>). 

Goncevons que lafonctiony(s) s’evanouisse pour des valours in tin ins, 
reelles ouunaginaires , de la variable 5, c’est-a-diro que la fonction 
/(«+jv Cr "0 s’evanouisse : i° lorsqu’on suppose m == ±. » ; 2" Iors- 
qu’on suppose/ = ± oo ; etadmettonsd’abord que, clans l’une et 1’autre 
livpothfese, le produit 

(* + V \/— • 1 )/( x 4 - y i) 

se redmse a la constante $. On aura sensiblement, pour de tres grandes 
valeurs numeriques de x ou de /, 

{x +y + y yZT) _ „f, f{x+ys/~i)- — 

X-\-y\fZT l 
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Done alors, si l’on attribue aux quantites x 0 , y 0 , X, Y de tres grandes 
valeurs numeriques, cn supposanta? 0 ety 0 negatives, X et Y positives, 
le premier membre de la formule (x i) se confondra sensiblement avec 
la difference 


^f( 

•O'. v 


i 


j — ■) dy — r ( dx. 

y\~ i J J x , \*+Yv /— i x -t-jKoV — v 


X + zv'— 1 

D’ailleurs, cn vertu de la formule (3i) de la page 123, cette meme dif- 
ference se reduit lx 

27 ieF(/ I. 

Done, si Ton prend 

x 0 =—ao, X =00 , y 0 = —co, Y = oo , 

la formule (x i) donnera 

:?7Trf y/^T= 27r ” f” 

- 09 

et, cn divisant les deux membres par any/— x , on obtiendra l’equation 


(51) 


/“ ((/(*))) =£ 


quo l’on peut dcrire plus simplement comme il suit 

(55) ■ £((/(*)))=£ 

Si l’on a $ — o, ou, cn d’autres termes, si le produit s/(s) s’evanouit 
pour des valeurs infinies reclles ou imaginaires de la variable s, I’e- 
quation (55) deviendra 

(56) l((/( s ))) = o. 

On pourrait aisement revenir de la formule (56) a la formule (55). 
En effet, lorsque, pour des valeurs infinies, rlelles ou imaginaires, des, 
le produit sf(s) se rlduit, non plus k zlro, mais k une quantity finie 
il est clair que, pour ces mimes valeurs de s, le produit 

*{/(*) — f] =*/(*) *- $ 
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s’evanouit. On a done alors, en vertu de la formule ( 50 ), 


r 




= 0 , 


ou, ce qui revient au meme, 




£«/<»»>= 


, La formule ( 55 ) cesserait d’etre exacte, si la valeur du prodnit 


(3.) 


(jj-t-zv'— 0/(® +-W— *)» 


correspondante a des valeurs infmies, positives ou negatives, de la 
variable x ou y, changeait avec le signe do cette variable. Alors il fau- 
drait a la formule ( 55 ) substituer l’unc de cellos quo nous allons 
indiquer. 

Supposons, en premier lieu, que, la fonction/(s) ('slant nulle pour 
des valeurs infmies, reelles ou imaginaires, de s, le produit (3i) sc 
reduise a la constante § { pour x = — oo , et si la constantc ,f a pour 
x = 00 • Alors, en attribuant aux quantites — a et 4- h de Ires grandcs 
valeurs positives, on tirera de la formule (29) 




-t- , sj — 1 

~~ 2 


puis, en remplagant les integrates par leurs valeurs prineipales, 
( 5 7) £((/(--))) = i±^. , 


Supposons, en second lieu, que, la fonction /(s) etant nulle pour 
des valeurs infinies, reelles ou imaginaires, de s, le produit (3i) se 
reduise a la constante f pour j = — 00 , etb la constante f pourj^ = 00 . 
Alors, en attribuant aux quaiititds — a et ■+• b de tress grandes valeurs 
positives, et remplagant les integrates relatives k y par leurs valeurs 
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principals, on tirera de la formule (3o) 

(58) < £,((y ( ^))) = ^ :: ^ / - 


Si Ton avait, dans la formule ( 57 ), $ a = — # ir ou, dans la for- 
mule (58), $" = — S?', on retrouverait precisement liquation (56). En 
consequence, on peut enoncer la proposition suivante : 

Theoreme X. — Si la fonction f[z) s’evanouit pour des valeurs infinies, 
reelles ou iinaginaires, de la variable z, le rdsidu integral de cette fonction 
sera nul, ou, en d’aulres termes, on aura 


(56) 


£((/(*)» = 0, 


pourvu que le produil (x -H y ^~i) /{so -+- y ^1) conserve une valeur 
finie pour des valeurs infinies, positives ou ndgatives, de I’une des variables 
x, y, el qu’il change de signe, sans changer de valeur numerique, dans 
le cos ou, la variable dont il s' agil passe de I’infini posit if a Vinfini 
ndgatif. 

Ce theoreme, en raison do sa generalite et des nombreuses applica- 
tions qu’on en pcut faire, parait devoir meriter 1’attention des geo- 

metres. Si l’on rcmplace la fonction /(s) par le rapport laf 01 *- 
mulc (56) donnera 



r ((/(*))) 
X — Z 



et l’on deduira facilement du theoreme X une proposition nouvelle 
dont voici l’6nonc6 : 

Theoreme XI. — Si la fonction f[s) conserve une valeur finie pour des 
valeurs infinies, rdelles ou imagmaires, de la variable z, on aura 


(59) 


/(*) = £ 


((/(*))) 

X — z 


pourvu que la fonction f{cc+y 1) change de signe, sans changer de 
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valeur numdrique, lorsqu’on passera de la supposition x = — oo a la sup- 
position x = oo , ou bien de la supposition t y = — co d la supposition. 
jl — cc. 

Si la fonction f[x-\-y\j— i) se reduisait, pour x = — oo , it la con- 
stante § K et, pour a; = oo , a une constanto ,f a dido mile de — ,f lt alors 
il faudrait a la formule (5y) subslituer 1’equation 


(60) 


/(^) = 


r ((/(«») 
a; — 5 




'f 1 1 ■+■ rf, 


qui se deduit immediatement de la formule (.'>7). 

De meme, si la fonction /(.a? -\-y\l— 1) se red ui sail; pour y == — oo 
a la constante et pour y = 00 a la constanto -f" diderenle do — f, 
il faudrait a la formule (59) substituer requation 

(61) f{ X ) = r Mill )) + 

qui se deduit immediatement de la formule (58). 

11 est important d’observer que Ies equations (5/j), (50) et (5<j) s’ae- 
cordent avec les formules (63), (64) et (5 7 ) des pages 35 et 36. La 
seule difference consiste en ce que, dans les formules dont il s’agit, 
on supposait la fonction/(s) reduite a une fraction rationnelle. 

Nous avons deja'remarque que l’equation (5 9) fournit le moyen de 
decomposer dans tous les cas possibles une fraction rationnelle en frac- 
tions simples. On en deduit avec la memo facilite un grand nombre de 
formules dont quelques-unes 6taicnt deja connues, par exemple, cello 

qui serta developper en serie la cotangente de dare x. On tire on edet. 
de 1’equation (5g) 


cotj»= / C0SJ 1 , 1 i 1 

° (* ~ *) (( sin-- )) - x + + + yzriiTi -*-••• 


et par suite 


’ H- 7T X 2 7T X+ k 




{62) 


COtj?r= 


* Or ! -.r J + 47:*-.^ 



I 
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On frouvera de mbnic, on supposant a <•*, 


(03) 

(« 4 ) 


cos ad? 


sinica-’ <s(x — ~)((siu7r-5)) — itx " + " n V 1 — x ~ 4 — 9 — a? 1 


COS«i 


ix ( cosa cos 2 a cos 3a 


sina.r p sin a z 

_ 2 / sin a 

2 sin 2 « 

. 

3 sin 3 a 

sin it# (.*■* — z) ((sinTr^)) “ 

" 7T \I — .I? 2 

4— a;* 

g — x 3 


Lorsqu’on suppose precisbment a = w, I’equation (63) continue do 
subsister, tandis que la formule (64) dovient inexacte. Mais alors, pour 

developper la fonction = 1 , il faut employer l’equation ( 61 ), au 

lieu de l’equation (5g), et, comme on a, dans ce cas, f — 1, §"= 1, il 
on resulte. que le second membro de la formule (64) doit etre augmente 

de la quantile — = 1 . Or, en operant de cette manibre, on obtient 

ofleotivement, a la place de la formule ( 64 ), une equation identique. 
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DEMONSTRATION 

d’un 

theorEme curieux sur les nombres. 


Extrait du Bulletin de la Societe philomath iq ue. 


On trouve dans un numero du Bulletin de la Societe philomathique lYs- 
nonce d’une propriete remarquable des fractions ordinaires observe*' 
par M. J. Farey : 

Cette propriete n’est qu’un simple corollaire d’un tlieoreme curieux 
que je vais commencer par etablir. 

Theor^me. - Si, apre's avoir rctngd dans leur ordre de grandeur les 
fractions irreductibles dont le denominates n excide pas un nombre entier 
donne, on prend a volonte, dans la suite ainsi formic, deux fractions con- 
secutives, less denominateurs seront premiers entre eux, et elks auront 
posdiffirence une nouveUe fraction dont le numdrateur sera V unite. 

Ddmonstration. — Soient -g la plus petite dcs deux fractions que I’on 
considers et n le nombre entier donn6. Soient do plus a' et b' les plus 
grandes valeurs entires que 1’on puisse attribuer aux variables et y 
dans liquation indeterminee 

bx — ay=. i, 

en supposant toutefois b < n. La fraction | 6tant irr^ductible par hy- 
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pothese, et la valeur de 1/ verifiant 1’ equation 

ba ' — ab' = i, 

b et b' seront necessairement premiers entre eux, et Ton aura de plus 

a' a i 

TP ~ b~ W 

La fraction jouira done, relativement a la fraction des proprietes 

enoncees dans le theoremc; ct, pour etablir ce meme theoreme, il suf- 
tira de prouver quo, parini toutes les fractions irreductibles dont le 

d6nominateur n’excfcde pas n, cclle qui surpasse immediatement | est 
ci! 

precisement -ry On y parvient do la maniere suivante. 

Les diverscs valeurs de^ qui resolvent l’equation (i) foment la pro- 
gression arithmetique 

b' — 2b, h'—b, b', b'+b, b'+ib, ...; 

* 

et, puisque // est la plus grande de ces valeurs qui soit comprise dans n, 
on a necessairement 

/i <.b f 

Soit maintenant ~ une fraction irreductible ct plus grande que | prise 

O 

parmi celles dont le denominateur n’excede pas n. Si l’on fait, pour 
abreger, 

(a) bf—ag — m, 

on aura 

f Cl m 

g~b~ bg 

Ainsi, la difference des fractions y | sera gcneralement exprimee par 
et, si l’on donne a m unc valeur constante en laissant varier g, 

bg> 

cette difference aura la plus petite valeur possible, lorsque g aura la 
plus grande valeur possible. D’ailleurs les diverses valeurs deg' qui 
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* 

satisfont k l’equation (2) sont evidemment comprises dans la progres- 
sion arithmetique 

mb' — 2 b, mb'—b, mb', mb' -h b 9 mb'-^^b, . ,. f 

dont le terme mb' + b, egal ou superieur a b' 4- b, est par suite supe- 
rieur an; et, comme g ne doit pas exceder n, il est clair qu’il sera tout 
au plus egal au terme mb'; d’ou il suit quo la fraction ~ no pourra 
devenir inferieure a 

m 1 

mFb ~ W 


Done, parmi toutes les fractions sup 6 rieures a et dont le denomina- 
teur n’excfcde pas n, la plus petite est cello dont la difference avoo - 

1 

est egale a e’est-a-dire la fraction J • 


Gorollaire. — Si, parmi les fractions dont il s’agit dans le theoreme, 
on en prend trois de suite a volonte, en designant ces trois fractions par 


on aura 
et par suite 
d’ou I’on conclut 


a a' a" 

V F’ V* 

a!b— ab' = i, a’b'—a'b"=i , 

a'b — ab' = a"b'—a'b"; 

« + _ rt' 

b+b" ~ b r 


Cette dermere Equation n’est autre chose quo I’expression analytiquo 
de la proprtete observee par M. J. Farey. 



SUK LES 


MOMENTS LINEAIRES DE PLUSIEURS FORCES 

APPLIQUEES A DIFFERENTS POINTS. 

- - - — 


Considerons plusieurs forces 

P, P', P', • ••, 

appliquces it diflorents points dont les coordonnees rectangulaires 
soient respectivement 

x, v, *•', /, - ; x ”> y, •••• 

Supposons do plus ces memes forces dirigees de manibre a former, 
avoc le demi-axc des x positives, les angles 

a, a', a", 

avec le demi-axe des y positives, les angles 

(3, p', y, •••; 

enfin avec le demi-axc des s positives, les angles 

7, y', y"> •••• 

Les projections alg^briqucs de la force P sur les axes seront 

P cos a, Pcos(3, P cos*/; 

tandis que les projections alg6briques de son moment lineaire se trou- 
veront represents, si Ton place le centre des moments It l’origine des 
coordonnees, par les trois produits 

P(/ cosy — -3 cos (3), P (acosa — J?cosy), P (x cos |3— / cos a). 
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et, si l’on place le centre des moments au point qui a pour coordon- 
nees x 0 ,y a , s 0 , par les trois suivants : 

P [(„> — j«) cosy — (3 —j 0 ) cos (3], 

P [(5 — Jo) cos a. — (•*• — x 0 ) cosy ], 

P [Or — a* 0 ) cos (3 — (r —y„) cosa]. 

On peut remarquer d’ailleurs que, pour obtenir ces trois dernicrs pro- 
duits, il suffit d’ajouter respectivement aux trois premiers les quanlites 

P (y t cosy — Jo cos (3), P (j„ cosa — .r 0 cosy), P (.r # cos (3 — ,v 0 cosa) 

prises en signes contraires, c’est-a-dire, on d’autres lermes, les projec- 
tions algebriques sur’ les axes coordonnes du moment lineaire d’une 
force egale etparallele a P, mais dirigee on sens contrairc, ct appliquee 
au point (x 0t y„, z 0 ), ce moment lineaire etant calcuI6pour le cas oil 
Ton place lc centre des moments b. l’originc des coordonnecs. De cette 
remarque on deduit immediatement la proposition suivante : 

Si, en plagant le centre des moments a I’origine des coordonnees, on 
construit : i° le moment lineaire de la force P; 2° le moment lineaire 
d'une force egale et paralldle, mais dirigee en sens contraire, et appliquee 
au point (x 0 ,y 0 , s 0 ), le moment lineaire rdsultant, transport d pamlldlement 
a lui-mdme , de manidre que son origine coincide avec le point (x 0 ,y 0 , z 0 ), 
reprdsentera, en grandeur et en direction, le moment lindaire de la force P 
par rapport a ce mime point. 

Nous dirons, avec M. Poinsot, que deux forces forment un couple, 
lorsqu’elles seront egales et parallels, mais dirigecs en sens contraires 
suivant deux droites differentes; et le moment de ce couple ou son 
moment lindaire sera ce que devient le moment ou le moment lineaire 
de l’une des forces, quand on prend le point duplication de I’autre 
pour centre des moments. Cela pose, le moment du couple sera 6vi- 
demment £gal au produit de l’une des forces par leur distance mutuellc, 
c’est-a-dire, en d’autres termes, a la surface du parallelogram me con- 
struit sur les deux forces ; et le plan du moment du couple sera pr6ci- 
sement le plan de ce parali£logramme, ou, si 1’ou veut, celui qui 
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renferme lcs deux forces donnees. De plus, le moment lineaire du 
couple cleve par le point d’application de l’une des forces se comptera 
sur le demi-axe perpendiculaire au plan du couple, et autour duquel 
1’autro force tend a produire un mouvement de rotation de droite a 
gauche. Enfin, comme, dans la proposition ci-dessus dtablie, les points 
d’application des deux forces P et l’origine des coordonnees peuvent 
etre des points quolconques de l’espace, il est clair que cette proposi- 
tion se reduira simplement a celle que je vais enoncer : 

TueorSme I. — Lorsque deux forces forment un couple, le moment 
lineaire rdsultant, pour le sysleme de ces deux forces, est egal et parallel e 
au moment du couple et dirigd dans le mime sens, quel que soil le point de 
Vespace que l' on prenne pour centre des moments. 

Rcvcnons maintenant au systeme des forces P, P', P", . . . appliquees 
& differents points de l’espace. Soient respectivement 

X, Y, Z, 

L, M, N 

les sommes des projections algebriques de ces mfimes forces, et celles 
des projections algebriques de leurs moments lineaires, dans le cas ou 
l’on place le centre des moments a l’originc des coordonnees. On aura 


/ X= P cos « -h P' cos a' -t- . . . 
(i) < Y = P cos|3 -bP'cosP' 4-. . . 

( Z = P cosy +■ P'cosy' +•. . • 


L = P (/cosy — s cos (3) -+-. . 

M = P(s cosa — a? cosy) -t-. . 

N = P (x cos [3 — / cosa) ■+■ — 


Cela pose, si, par un point quelconque, on mene des forces P, P', P", ... 
cgales et parallfeles aux forces donnees, leur resultante, que je desi- 
gnerai par R, aura pour valeur 

(a) R = v /X>H-Y i + ZS 

et formera, avec les demi-axesdes coordonnees positives, des angles a, 
b, c determines par les equations 

X Y Z 

(3) cosa== g-j cost> = jj> cosc = g- 
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Deplus, si, en prenant le point dont il s’agit pour centre dcs moments, 
on construit les moments lineaires des forces donndes, on pourra 
composer ces moments entre eux de manibre a obtenir cn definitive un 
moment lineaire resultant. Soit K ce dernier moment, ct designons 
par /, m, n les angles que forme sa direction avec les demi-axes dcs 
coordonnees positives. Si le point pris pour centre des moments se 
oonfondavec l’origine des coordonnbcs, on aura evidemment 


( 4 ) 

( 5 ) 



K = v'L s -t-M s +M s , 

M 


cosm = 


K’ 


cos n = 


N 

K’ 


puisque les projections algebriques du moment lineaire resultant dc- 
vront btre respectivement egales aux sommes des projections alge- 
briques de tous les autres. Si le meme point, suppose distinct de 
l’origine, avait pour coordonnees 

Jo, 

il faudrait, d’apres ce qui a ete dit ci-dcssus, lui appliquer dcs forces 
egales etparalleles aux forces P, P', P", . . . , mais dirigees cn sens con- 
traires. En joignant ces nouvelles forces au systeme des forces donnbes, 
et composant les uns avec les autres les moments lineaires de toutes 
les forces pris par rapport k l’origine, on formerait un moment lineaire 
resultant egal et parallele a celui que l’on chcrche, et dirige dans le 
meme sens. Or, les nouvelles forces etant egales et parallbles aux forces 
donnees, mais dirigees en sens contraires, leur resultante serai t egalc 
et directement opposee a la force R. Par suite, les sommes des projec- 
tions algebriques de leurs moments lineaires scraient respectivement 
egales aux projections algebriques du moment lineaire de la force R 
prises en sens contraires, e’est-a-dire, k 

R (s„ cos b — cos c) = s<, Y — j 0 Z,. 

R (#0 cose — s 0 cos a) = x„ Z —s 0 X, 

R (7o cos a — a: 0 cos b) = j 0 X — Y. 

Done, si k ces trois dernibres expressions on ajoute les quantitbs L, 
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tyt, N, on aura pour sommes les projections algebriques du moment 
lineaire reprdsente par K. Done, en plagant Ie centre des moments au 
point qui a pour coordonnees a? 0 ,y 0 , -o> on trouvera 

j Kcos l =L — yJL +5 0 Y, 

(6) < Kcos/w = M — ,5 0 X-t-^Z, 

( K cos/i =N —cc 0 Y -hjo X. 

On aurait pu obtenir immediatement les seconds membres de ces der- 
nieres equations en exprimant, au moyen des quantites X, Y, Z, L, M, 
N, les sommes des projections algebriques des moments lineaires des 
forces P, P', P",. . . par rapport au point qui a pour coordonnees a?#, v r 0 . 
a 0 , e’est-k-dire, en d’autres termes, les trois polynomes 

P [(/ — ft) cos y — ( 5 — s 0 ) cos p ] 4- P' [(/ — jo) c.os y' — ( s' — so ) cos (3'. ] •+-. . . , 
P[(s — s 0 ) cos a — (*— a? 0 ) cosy] + P'[(5'— 5 0 ) cos a'— (as 1 — a> 0 ) cos y']-K.., 
P [(a: — x 0 ) COS(3 — (y— y„) cos a] P'[(«'— cos (3' — O'' -Jo) cos a'] 

On tire d’ailleurs des Equations (6) * 

(y ) K — y/( L — joZ -t- “o Y) s •+• (M — 5 0 X •+• x^/jY ■+■ (N — Y H - JoX) - , 

L — 7'oZ “H -c 0 Tt 

’ 

M — ■ 5oX + a?i)Z 
K ’ 

N-^oY-t-roX 

K 

Pour plus de commodit6, la rdsultante R, a laquelle se reduit le sys- 
tfeme des forces P, P', P", . . . lorsque toutes ces forces sont transportees 
parallelcment k elles-memes et appliquees k un m§me point, sera nom- 
inee desormais la force principale du system e. Le moment lineaire K 
resultant de la composition des moments lineaires des forces donnees 
sera de meme appele moment lindaire principal. Cela pos6, il est clair 
que la direction et l’intensite du moment lin6aire principal dependront 
de la position du centre des moments, tandis que la direction et l’in- 
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tensite de la force principale seront ind6pendantes <le son point du- 
plication. De plus, quand on aura construit lo moment lineaire prin- 
cipal relatif a Forigine des coordonn^es, il suffira de le composer aveo 
le moment lineaire de la force principale appliqude au point dont les 
coordonnees sonta?«,/ 0 » -o> en sens contraire de sa direction naturelle, 
puis de transporter & ce dernier point Forigine du moment lineaire 
resultant, pour obtenir le moment lineaire principal relatif a ce m6me 
point. On en conclura facilement que la projection du moment lindaire 
principal sur la direction de la force principale est une quantitd constante, 
independante de la position du centre des moments. Au restc, cette pro- 
position, que je dois a M. Coriolis, peut encore etre demon tree de la 
maniere suivante. 

Pour determiner la projection du moment lineaire principal sur la 
direction de la force principale, il suffit de multiplier le moment lui- 
meme par le cosinus de l’angle compris entre sa direction ct celle de la 
force, et de prendre la valeur numeriquo du produit. Or le cosinus 
de l’angle compris entre les deux directions est equivalent a la somme 

cos a cos Zh- cos b cos/n 4- cos c cos n 9 
laquelle, en vertu des equations (3) et (8), so reduit a la fraction 

LX H- MY 4- NZ 
Kit 

Done, la projection cherchee sera 6quivalentc a la valeur numeriquo 
de cette fraction multipliee par K, e’est-a-dire a 

^LX + MY + NZ 
_ _ 

Cette dernifere expression, ainsi que l’on s’y attendait, ne depend point 
des coordonnSes du centre des moments, mais seulement des six quan- 
tity 

X, Y, Z, L, M, N 

qui conservent les memes valeurs, quelle que soit la position de ce 
centre. 



DE PLUSIEURS FORCES, ETC. 155 

La projection du moment lineaire principal sur la direction de la 
force principale, etant une quantite invariable, represente la plus petite 
valeur que puisse admettre ce moment lineaire, ou, en d’autres termes, 
son minimum. Pour obtenir ce minimum, il faut Cvidemment placer le 
centre des moments dans une position telle que la direction du moment 
lineaire principal devienne parallele a celle de la force principale. Cette 
condition sera remplie si l’on a 


cos/ cos/ra cosn 

cosa ~ ’ cos/> cosc’ 


ou, ce qui revient au meme, 


L — 1 ■+■ 5 0 Y M — 3„X H- .^nZ N — ■ .-jjoY H- y„X 

X “ Y ~ Z 1 

Par consequent, si l’on nomme 

l n, X 

lcs coordonnces d’un point qui, pris pour centre des moments, rem- 
plisse la condition enoncCe, on aura 


( 9 ) 


J Y)Z-t-eY_M-?X-h£Z_N— £Y + Y)X _lx + my + nz 

X “ Y “ Z ~ R s 


Cette dernifere formule equivaut aux trois equations 


(«>) 


L — yj Z -+- ?Y = | 
M-?X+ 

N -^Y + viX=| 


LX + MY + NZ 
R 

LX + MY + NZ 
R 

LX + MY + NZ 
R 


Comme ces trois Equations sont du premier degre relativemcnt aux 
coordonnces £, r>, £, et que la troisifeme equation se dCduit immCdiate- 
ment des deux autres, il est clair qu’elles appartiennent k une droite,; 
su,r laquelle il suffira de placer le centre des moments pour que le 
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moment lineaire principal devienne un minimum. Cette droite sera 
designee desormais sous le nom d 'axe principal. 

Lorsque le systfeme des forces donnees se reduit a uno seule, les six 
quantites 

X, Y, Z, L, M, N 

appartiennent k cette force unique et representcnt les projections 
algebriques de cette force sur les axes et colies dc son moment 
lineaire par rapport a l’origine. Dans la meme hypothesc, on a n6ces- 
sairement 

LX + MY + NZ = o, 

et par suite les Equations (to) se reduisent aux suivantes 

(n) Zn-YS = L, X?-Z$ = M, Y$-Xyi = N, 

e’est-a-dire, aux equations de la droite suivant laquellc agit la force 
donnee. Done alors l’axe principal se confond avec cette droite. 

Lorsque le systeme des forces donnees se reduit a deux forces P, 
P', on a 

X = P cosa h- P' cos Y = P cos (3 + P' cos (3', Z = P cosy P' cos-/'. 

Alors la force principale est la resullante des forces P, P' transposes 
parallelement a elles-memes et appliquees a un meme point, tandis 
que le moment lineaire principal est la diagonale du parall61ogramme 
eonstruitsur les moments Iineaires des deux forces donnees. Dans la 
meme hypotkfese, la force principale s’evanouit lorsque les deux forces 
P, P forment un couple, auquel cas on a necessairemcnt 

X-.o, Y = o, z = o, 

(12) P'=l>, 

cos«'=-cos«, cosf3'=-cos|3, cosy'=— cosy. 

Dans ce cas particulier, les projections algebriques du moment lineaire 
principal deviennent ind^pendantes de la position du centre des mo- 
ments; par suite, le moment lineaire principal conserve toujours la 
meme valeur et n’admet plus de minimum, en sorte que l’axe princi- 
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pal disparait enticrement. La valeur constante du moment lineaire 
principal est alors equivalente an moment lineaire du couple, e’est- 
k-dire, au moment lineaire de 1’une des forces, quand on place le centre 
des moments sur la direction de l’autre force, ainsi que nous l’avons 
deja explique. On arriverait aux memes conclusions en observant que, 
-dans lc cas present, les projections algebriques du moment lineaire 
principal so reduisent, en vertu des formules ( 12 ), a 

L = P [(7 — 7') cos y — (s — z ' ) cos (3 )], 

M = P [(5 — z') cos a — (.* — a?')cosy )], 

N = P [(a; — x') cos (3 — (7— 7')cos«)], 

e’est-a-dire, aux projections algebriques du moment lineaire de la 
force P, dans le cas ou l’on prend pour centre des moments le point 
d’application de la force P'. 

Si, pour le systfeme des forces P, P', la force principale et le mo- 
ment lineaire principal s’evanouissaient en meme temps, on en con- 
clurait que ces deux forces sont egales et agissent suivant une meme 
droite, mais en sens contraires. 

En general, quel que soit lenombre des forces P, P', P", .. . , lorsque 
X, Y, Z s’evanouissent, la grandeur et la direction du moment lineaire 
principal deviennent independantes de la position du centre des mo- 
ments; par suite, si, la force principale etant nulle, le moment lineaire 
principal se reduit a zero pour une certaine position du centre des mo- 
ments, il s’evanouira egalement pour toutes les autres. 

Considerons, pour fixer les idees, un systbme compose seulement 
de trois forces P, P', P". Si, pour ce systfeme, les six quantites 

X, Y, Z, L, M, N 

s’6vanouissent, non seulement la force principale s’6vanouira, mais il 
en sera de meme du moment lineaire principal, quel que soit le centre 
des moments. Cela pos6, concevons que 1’on fasse coincider le centre 
des moments avec le point d’application de la force P". Dans ce cas, le 
moment lin6aire de la force P" 6tant nul, ceux des deux autres forces 
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devront etre egaux et diriges suivant unc memo droite, in a is on sens 
eontraires, afin que le moment resultant sc reduise a zero; par suite, 
les directions des forces P' et P" devront etre comprises dans un plan 
unique men6 perpendiculairement a la droite dont il s’agit par le point 
duplication de la force P". Ce plan unique, renferrnant les points 
d’application des trois forces P, P\ P", sera necessai remen t le plan do 
triangle forme avec ces trois points; et, coniine au point duplication 
de la force P" on peut substituer a volonte celui de la force P, ou celui 
de la force P\ on deduira evidemment des remarques que nous venous 
de faire la proposition suivante : 

Theoreme II. — Si, pour le systeme des trois forces P, P', P", les sir 
quantites 

X, Y, Z, L, M, N 

s evanouissent, chacune des trois forces sera comprise dans le plan du 
triangle qui renferme les trois points d’application. 
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DANS LA 

RECHERCHE DES EQUATIONS D’EQUILIBRE 

d’un 

SYST EM S INVARIABLE ENTlfeREMENT LIBRE DANS L’ESPACE. 


Cherchons d’abord les conditions d’equilibre des deux points mate- 
i-icls A, A', sollicites au mouvement par deux forces P, P', et lies 
entre eux par une droite invariable AA'. Si l’equilibre subsiste entre 
Ies forces appliqudes aux extr4mites de cette droite, on ne le tmublera 
pas, en fixant Tune de ccs extremites, par exemple, le point A'. Dans 
cctte supposition, le point A, restant seul mobile, ne pourra d6crire 
que la surface d’une sphere; et la force P, pour le maintenir en equi- 
libre, devra etre normale a cette surface, par cons£quent dirigee sui- 
vant le rayon AA' ou suivant son prolongement. On prouverait de 
m&me, en fixant le point A, que la force P' doit encore 4tre dirigee 
suivant le rayon AA' prolongs dans un sens ou dans un autre. Conce- 
vons maintenant quo, les forces P, P' agissant 1 une et 1 autre suivant 
la droite qui joint leurs points d’application, on rende k ces deux 
points leur mobilite primitive. Pour que I’kquilibre continue de sub- 
sister, il sera 4videmmentnecessaire que la droite soit tiree k ses extre- 
mity par les deux forces dans deux sens opposes, et autant dans un 
sens que dans I’autre. Par suite, les deux forces devront 4tre 6gales et 
dirig6es en sens contraires. R4ciproquement, si les deux forces P, P\ 
appliqu6es aux extr4mites de la droite invariable AA', sont 4gales 
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entre dies et agissent suivant cotte droite, mais en sens opposes, il v 
aura evidemment equilibre. 

Lorsque deux forces sont egales et agissent suivant unc memo droite 
en sens contraires, leurs moments lineaircs sont necessaircmcnt 6gaux 
et directement opposes. En consequence, pour lc systbmc compose dc 
ces deux forces, le moment lineaire principal s’bvanouit aussi bien 
que la force principal. Reciproquement, si, pour un systbmo compost 
de deux forces P, P', la force principale et le moment lineaire princi- 
pal s’evanouissent, on pourra en conclurc que ces deux forces sont 
egales et agissent en sens contraires suivant la droite qui joint leurs 
points d’application. Done alors, si cette droite cst invariable, clles se 
feront equilibre. 

Pour traduire en analyse les conditions d’equilibre que nous venous 
de trouver, dbsignons par 

y, •*', y, *' 

les coordonnees des points A, A', et par 

<*> (3> y; «'» / 

les angles que forment les directions des forces P, P' avec les demi- 
axes des coordonnees positives. Enfin soient respeetivement 

X, Y, Z; 

L, M, N 

les sommes des projections algebriques des deux forces sur les axes 
des s, et les sommes des projections algebriques sur les memes 
axes de leurs moments lin^aires, dans le cas oil l’on place lc centre 
des moments a l’origine des coordonnees. La force principale etant 
representee par 

S/X ! +Y s + Z», 

et le moment lineaire principal par 


v/L*h-M j -hN‘, 
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il sera nScessaire, et il suffira pour I’equilibre que l’on ait a la fois 

X ! +-Y a + Z s =o, 
j L s +M a + N ! = o, 

ou, ce qui revient au meme, 

lX = o, Y = o, Z — o; 

(2) | L = o, M = o, N = o. 

Si, dans ces dernifercs equations, on remet pour X, Y, Z, L, M, N leurs 
valeurs respectives, on trouvera 

(3) P cosa + P' cosa'= o, P cos (3 4 - P' cos (3' =o, P cosy 4- P' cosy' = o; 

[ P (y cosy — 3COs[3)4-P'(/cosy' — s'cos(3')=o, 

(4) ] P(scosa — a; cosy) 4- P' (s' cosa' — a?'cosy')=o, 

( P (.-#cos|3 — y cosa) 4- P' (•«' cos [3' — / cos a') = o. 

En vertu des equations (3), les equations (4) deviennent 

[ P [O' -/) cosy - (* - s') cosp] = o, 

(5) < P [(■= — -') cosa — (a: — x') cosy] =o, 

( P [(•*• — a?') cos [3 — (y — /) cosa] = o, 


et peuvent 6tre rcmplacees par les deux equations comprises dans la 
formule 


( 6 ) 


P cosa _ P cos(3 _ P cosy 
,r — x' y — / = — 


En consequence, les six equations d’equilibre que nous avons d’abord 
trouv6es se tduisent a cinq, savoir : les equations (3) et celles que 
comprend la formule (6). Les equations (3) expriment que les forces 
P, P' sont 6galos et agissent en sens opposes, suivant la meme droite, 
ou suivant des droitos parallfeles. La for-mule (6) exprime que la force P 
agit suivant la droite qui joint les points d application des deux forces. 
Ajoutons que les Equations (5) et la formule (6) peuvent 6tre Templa- 
tes par une seule formule, savoir : 

Pcosa P cos (3 P cosv P'cosa' P'cosft' _ P'cosy' 

(7) 3-3' “ a>'-® y'-y 

OEuvrtsde C . — S. II, t. VI. 
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En vertu de ce qui precede, une force P, appliquee au point A et 
agissant suivant la droite AA', fera equilibre a une seconde force P' = P 
appliquee a un autre point A' de la meme droite et dirig6e suivant 
celte droite, mais en sens contraire, pourvu que l’on suppose les deux 
points lies invariablement entre eux. Cet equilibre subsisterait encore, 
si 1’on transportait le point d’application de la force P de A en A', 
sans changer la direction de cette force, puisque alors on aurait au 
point A' deux forces egales et directemont opposees. Le point A', 
pouvant d’ailleurs etre choisi arbitrairement sur la direction de la 
force P, nous devons conclure qu’une force dirigee suivant une droite, 
dont tous les points sont supposes lies invariablement les uns aux 
autres, produit toujours le meme effet, en quelque point de„ cette 
droite qu’on la suppose appliquee. C’est ce qu’on peut encore exprimer 
en disant que deux forces appliquees aux extremites d’une droite- in- 
variable, et agissant suivant cette droite dans le memo sens, sont 
equivalentes. 

II estessentiel d’observer qu’en transportant le point d’application 
d’une force partout oil l’on voudra sur la direction de cette force, on ne 
changera jamais ni ses projections algebriques, ni celles de son mo- 
ment lineaire. 

Si, la droite AA' demeurant toujours invariable, l’extremite A do 
cette droite etait soumise a l’action de plusieurs forces P, Q, . . . , et 
I extremite A' a l’action de plusieurs autres forces P', Q', . . . , il 
serait necessaire et il suffirait pour l’equilibre que la r&sultante des 
forces P, Q, . . . fut egale a la resultante des forces P', Q', . . . , et que 
ces deux resultantes fussent dirigees suivant la meme droite AA', mais 
en sens contraires. Par suite, il serait necessaire et il sufhrait que, 
pour le systfeme de toutes les forces donnees, la force principale et le 
moment lineaire principal se trouvassent reduits a zero. Si l’on de- 
si gne toujours par 

X, Y, Z; 

L, M, N 

les sommes des projections algebriques des forces donnees sur les axes , 
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et cellcs de leurs moments lineaires, les deux conditions qu’on vient 
d’enoncer seront encore exprimees par les deux equations 

( X s + Y s + Z* = o, 

to 

I L s -h M s + N ! = o, 
auxquelles on peut substitucr les suivantes : 

I X — o, Y = 0 , / = 

( 3 ) 1 

) L = o, M = o, N = o. 

II semble done, au premier abord, qu’il y ait, dans le cas present, six 
equations d’equilibre. Mais on prouvera sans peine, comme on l’a deja 
fait dans un cas semblablc, que la sixieme equation se deduit des cinq 
autres. 

Cherchons maintenant les conditions d’equilibre d’un triangle inva- 
riable, e’est-a-dire, de trois points A, A', A" lies par trois droites 
invariables et soumis a Faction de trois forces donnees P, P', P". Si 
Fequilibre subsiste, il no sera pas trouble lorsqu’on fixera deux 
sommets du triangle, par exemple les points A, A'. Dans cette sup- 
position, le point A, rcstant seul mobile, ne pourra decrire qu’un 
cercle dontle plan sera perpcndiculaire a celui du triangle, et dont le 
centre se trouvera situe sur la droite AA'. De plus, la force P", devant 
maintenir le point A" en equilibre sur la circonference du cercle, 
sera necessairement perpendiculaire a la tangente au cercle menec 
par le point A", et par consequent comprise dans le plan du triangle 
donnA On arriverait encore a la memo conclusion en observant que, 
si la force P" n’etait pas comprise dans le plan du triangle, elle ferait 
tourner le plan autour de l’axe AA' devenu fixe en verlu de l’hypothese 
admise. Cela pose, on pourra construire un parallelogramme qui ait 
pour diagonale la force P", et dont les cdtes coincident en direction 
avec les droites A" A, A" A' ou avec leurs prolongements. Par suite on 
pourra ddcomposer la force P" appliqu6e au sommet A." en deux autres 
qui agissent suivant les c6t6s adjacents. Soient Q, Q' les deux compp- 
santes dont il s’agit. II sera permis de transporter la force Q agissant 
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suivant le cote A" A du point A" au point A, et la force Q' agissant 
suivant le cote A" A' du point A" au point A'. On obtiendra par ce 
moyen, au lieu de trois forces P, P', P" appliquees aux trois sommets 
d’un triangle invariable, quatre forces P, Q, P', Q' appliqu6es aux deux 
extremites d’une droite invariable, et qui devront encore se faire equi- 
libre. Done, pour le systeme des quatre dernieres forces, la force prin- 
cipale et le moment lineaire principal devront s’evanouir. D’ailleurs, 
la decomposition de la force P" en deux autres, et le transport de ces 
deux composantes ne peuvent changer en aucune manifere ni la force 
principale ni le moment lineaire principal du systfeme des trois forces 
P, P', P". Done aussi, lorsque le triangle invariable est cn equilibre, 
eette force principale et ce moment lineaire principal s’evanouissent. 
Cela pose, si l’on appelle 

X, Y, Z; 

L, M, N 

les somraes des projections algebriques des forces P, P\ P", et celles 
des projections algebriques de leurs moments lineaires, on aura, dans 
Ie cas d’equilibre, 

v/x 2 +y 2 ~z*=o, \fUTWTW=zo, 

j X = o, Y = o, Z=o; 

' L = o, M = o, N = o. 

Reciproquement on peut affirmer que le triangle invariable sera en 
equilibre, toutes les fois que les Equations (a) seront satisfaites, e’est- 
a-dire, en d’autres termes, toutes les fois que, pour le systeme des 
trois forces appliquees aux trois sommets du triangle, la force princi- 
pale et le moment lineaire principal se reduiront a zero. En effet, dans 
cette hypothese, les directions des trois forces seront, ainsi qu’on l’a 
pr6cedemment demontre (p. ,58), comprises dans le plan du triangle. 
Par suite, on pourra decomposer la force P" en deux autres dirigees 
vers les points A, A' et transporter ces demises composantes de 


(0 

et, par suite, 

• ( 3 ) 
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maniere a les appliquer aux points clont il s’agit. On substituera par ce 
moyen au systeme des trois forces donnees un systeme de quatre forces 
appliquees aux deux extremites A, A' d’une droite invariable; et, 
comrao la force principale etle moment lineaire principal ne change- 
ront pas de valeurs dans le passage du premier systeme au second, 
ces doux quantites seront encore nulles pour le nouveau systeme, d’oii 
I’on peut conclui’e qu’il y aura equilibre. 

Si, 1c triangle AA' A" restant invariable, chacun de ses sommets ktait 
soumis k Taction de plusieurs forces, on pourrait remplacer les dilfe- 
rentes forces appliquees k chaque sommet par une resultante unique. 
Cela pose, comme le systeme des trois resultantes ainsi obtenues aurait 
la m6me force principale et le meme moment lineaire principal que le 
systfeme des forces donnees, on trouverait toujours que les conditions 
necessaires et suffisantes pour l’equilibre se reduisent k 1’evanouisse- 
ment do cette force principale et de ce moment lineaire principal ou, 
ce qui revient au m£me, a l’evanouissement des six quantites que Ton 
obtient en ajoutant : i° les projections algebriques des forces donnees; 
2 0 les projections algebriques de leurs moments lineaires. 

Dans les deux cas que nous venons do considered et qui sont rela- 
tes a l’equilibre du triangle invariable, la sixieme equation d’equilibre 
ne se deduit plus des cinq autres, comme il arrive quand on considere 
l’equilibre d’une droite invariable. 

Soient maintcnant A, A', A", ... des points liks invariablement les 
uns aux autres, et en tel nombre que l’on voudra. Ces points forme- 
ront ce qu’on appelle un systeme invariable. Cela pose, cherchons les 
conditions d’equilibre de plusieurs forces 

P, P', P", 

respectivement appliquees k ces mSmes points; et designons encore 
par 

X, >Y, Z, L, M, N 

les sommes des projections algebriques de ces forces et de leurs mo- 
ments lineaires, le centre des moments 6tant toujours plac6 a 1 origine 
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des coordonnees. Si Ton suppose d’abord que le plan mcne par les 
trois points A, A', A", . . . ne renferme aucun des autres points donnes, 
ehacune des forces P", P IV , . . . pourra etre remplacce par trois compo- 
santes respectivement dirigees suivant trois aretes d’une pyraraide 
qui aurait pour base le triangle AA'A", et le point d’application de 
chacune de ces composantes pourra etre transpose a l’un des trois 
sommets du triangle dont il s’agit. Quand, a 1’aide de ces deux especes 
d’operations, on aura substitue au systfeme des forces donnees celui de 
plusieurs forces appliqu£es aux trois sommets d’un triangle invariable, 
il sera necessaire, et il suffira, pour l’equilibrc, quo la force principale 
et le moment principal relatifs au nouveau systeme s’evanouissent. 
Or, cette force principale et ce moment lineaire principal se trouvent 
represents pour le premier systeine par les deux quantits 

V/X s + Y*+-Z*, v'L'-t-M'+N 1 ; 

et comme, en passant du premier systeme au second, on no change ni 
les sommes des projections algebriques des forces, e’est-a-dirc, les 
quantites 

X, Y, Z, 

ni les sommes des projections algebriques de leurs moments lineaircs, 
c’est-a-dire les quantites 

L, M, N, 

il est clair que les conditions necessaires et suffisantes pour l’equilibrc 
seront exprimees par les deux formules 

(0 ^X*+Y*+Z» = o f v^ 5 +F+l 5 =o, 

auxquelles on peut substituer les six equations 

(a) (X = o, Y = o, Z=o; 

( L =o, M = o, N = o. 

Si I une des forces P' , P JV , . . . avait son point d’application situe dans 
le plan du triafogle A A' A' 7 , il arriverait de deux choses l’une : ou cette 
force se trouverait elle-meme comprise dans le plan du triangle, et 
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alors elle pourrait etre remplacee par deux composantes appliquees a 
deux sommets de ce triangle, par exemple, aux points A, A'; ou elle 
serait dirigec suivant une droite qui couperait le plan, et pourrait 
alors etre appliqu6e a un nouveau point de cette droite que Ton sup- 
poserait invariablement lie avec tous les points du systeme. Ce nou- 
veau point 6tant situe hors du plan du triangle, toute difficulty dispa* 
raitrait. Dans 1’un et 1 ’autre cas, on parviendra 6videmment aux 
conclusions que nous avons preeedemment obtenues. On arriverait 
aussi au m£me resultat en substituant au triangle A A' A" un triangle 
quelconque dont les trois sommets seraient lies invariablement au 
systbme des points donnes. Done, en definitive, pour que des forces 
quelconques appliquees aux differents points d’un systeme invariable 
se fassent equilibre, il est necessaire et il suffit que la force prineipale 
et le moment lineaire principal s’evanouissent, ou, en d’autres termes, 
que les sommes des projections algebriques des forces donnees et des 
projections algebriques de leurs moments lineaires se reduisent a 
zero.’ Lorsque le systeme des forces donnees ne satisfait pas aux condi- 
tions d’equilibre, on peut a ce premier systeme de forces en joindre un 
autre choisi de maniere que l’6quilibre se trouve retabli. Soient, dans 
cette hypothese, 

X„ Y„ Z M L„ M„ N, 

ce que deviennent les quantites 

X, Y, Z, L, M, N 

lorsqu’on passe du premier systeme au second. On aura necessairement 



j X + X, = o f 

Y-t- Y| = o, 

Z + Zi — o 

(8) 

( L + Lj — o, 

M *+- Mi = o, 

N + N, = o 

ou, ce qui 

revient au m§me, 



(9) 

1 

* 

1 

11 

X 

>« 

i 

ii 

Zi — — Z; 

i 

J 

1 

11 

i-3 

M, = -M; 

N,=-N. 


Reciproquement, si les equations qui precedent subsistent, la reunion 
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des deux systfemes produira l’equilibre. Done, pour quo deux syslemes 
de forces appliques a des points lies invariablement los uns aux autres 
se fassent mutuellement equilibre, il est necessaire ct il suffit que, 
dans le passage du premier systeme au second, les sommes des projec- 
tions algebriques des forces et des projections algebriques do lours 
moments lineaires- conservent les memes valeurs num&*iques, tnais 
changent de signes. 



SUR QUELQUES FORMULES 


RELATIVES A LA DETERMINATION 

DU RES1DU INTEGRAL D’UNE FONCTION DONNEE. 


Soit/(s) unc fonction donnee de la variable s. Si le produit 
(0 */(*) 

s’evanouit pour dos valeurs infmies, reelles ou imaginaires de cette 
variable, on aura (voir p. 14.1) 

(*■*) £((/(*)))=<>. 

Si, au contraire, le produit (1) se reduit, pour des valeurs infmies de z, 
a la constante on trouvera 

( 3 ) £((/(*))) =i. 

Or, si Ton pose s = j ( > le produit (1) se changera dans le rapport 



et la constante designee par i coincidera evid eminent avec la valeur de 
ce rapport correspondante a u = o, ou, ce qui reyient au m£me, avec 
le residu de la fonction 
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no determination du residu integral 
relatif a une valeur nulle de u. On aura done 


r_ - 

-L a« ! )) _< -'((- 5 )) 


et la formule (3) pourra 6tre remplacee par la suivanlo : 


(«) 




< r«A*»)=i- s? , ) 


Or cette derniere ne doit pas etre restreinte au cas oil lo produit zj (z) 
conserve une valour finie pour des valeurs infinies de s; mais elle sub- 
siste generalement lorsque le residu de la fonction (5), correspondent 
a une valeur nulle de u, se reduit a une constantc deterininee. C’est 
ce que nous allons faire voir. 

Si 1’on suppose le signe £ relatif a la variable s, on aura, en vertu 
des principes etablis a la page 33, 


( 7 ) 


f 'M 

££* O ((«*))(« — S ) 


+ u, 


U representant une fonction de u qui conservera une valeur finie 
pour k = o; puis, cn developpant l’expression 


At 

^ ((**)) (« — *)•’ 
et designant par m le nombre des racines de l’equatiou 

(8) — j—r — 0 

■ 

qui se reduisent a zero, on trouvera 

»#i wt ft «&\\ T ,,n v -t” . . . 7TT7TX r~ U. 


«* u C' ((s*)) T a'C «((**)) ' 


((*’)) 
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Si, de plus, on remet pour u sa valeur \ et si 1 ’on pose 


(10) U«< ! = cj(s) ou U = s 2 Hr(3), 

on tirera de l’equation (9), multipliee par u s , 


(") /(-) = 




1 r 

■5 ^ ( 0 s )) 


r 


((*)) 




(to) 




Si maintenant on prend le rcsidu integral de chacun des membres de 
la formule ( 1 1) par rapport a s, et si Ton a egard aux equations 


l 



= 1, 


£((!» = o, 


£((-)) =0, 


£((«-)) =o, 


on trouvera 
(12) 


_ AD 


£«/(-->» = £ w 


£(( ® (-)))• 


D’ailleurs, puisque la fonction U conserve une valeur finie, quand on 
suppose u — o, la meme supposition fera necessairement evanouir le 
produit 

U u = zrs(z). 


On aura done 


(i3) 


£((*(*))) 


0; 


et, par consequent, l’equation (12) entrainera la suivante 


04 ) 


/(;) 

l «/(*>»= L-m 


9 


qui ne diffbre pas de la formule (6). On pourrait encore etablir la 
meme formule k l’aide des raisonnemehts que nous allons indiquer. 

Si l’on remplace imm6diatement, dans la formule (7), u par -> et 
si Ton a §gard k liquation 
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on trouvera 
(«5) /(*) 


^ (W) <-'((»)) (i 


~h CT ( 3 ) . 


De plus, on reconnaitra facilement que rcxprcssion 


(16) 






eonsideree comnie fonction de la variable s, donne pour residu integral 
relatif a cette variable une quantite nulle. En c(Tet, ce dernier residu 
ne pourrait differer de zero que dans le cas oil, en designant par £ une 
valeur finie de s et par s = e, s — X, + s' des valeurs de s ct de s, inti- 
niment rapprochees, 1’une de zero, l’autre de ‘C, on obticndrait, pour 
le developpement de la fonction 


/ (i) •'(;) 

s{i—ss) e[i — s(SH-e')]’ 


suivant lcs puissances ascendantes de e et de e', une serie de termes 
dont l’un serait reciproquement proportionnel au produit se'. Or il est 
clair que le developpement dont il s’agit ne renfermera point de tcrme 
de cette espfece. Cela pose, si Ton prend le residu integral, relatif a s, 
de chacun des deux membres de la formule (r5), on retrouvcra 6vi- 
demment l’equation (i4) ou, ce qui revient au meme, la formule (6). 

Concevons a present que, dans la formule (6), on substitue k la fonc- 
tion /(s) le rapport 

M 

* Z — X 


On en tirera 


L 


((m.)) =Ax)+ r«im = r 

\\«— *// « — » ‘-'((»))(l 




■ax) 


et, par suite, 
(»7) 


/(*) = £ 


((/(*))) 


i 


((a)) (i — zx) 


X — z 
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Telle cst l’equation que 1’on devra substituer h la formule (5g) de la 
page 1 43. si l a fonction devient infinie cn mbme temps que la 
variable s. 

Lorsque f{x) est une fonction entibre de -v, le residu integral 

r ((/(*))) 

X — s 


s’evanouit, attendu quey’(s) conserve une valeur finie pour une valeur 
frnie quelconque de la variable s, ct l’equation ( 17 ) se reduit a 


(r8) 


/(*) = /. 


/ 


G) 




11 est facile de verifier cette derniere formule. En effet, supposons 


(19) /(■**) = ax' n + bx m ~ l -\- cx m ~ t + . . . ■+■ fcx -+- l, 


a, b, c, fc, l designant des coefficients constants, et m un uombre 
entier. En Yertu de ce qui a ete dit (p. 24 - 25 ), le second membre de la 
formule ( 18 ) ne sera autre chose que le terme independant de la quan- 
tile infiniment petite e, dans le developpement du produit 





i 4- s^ + s‘j: ! +. . . 


) 


en serio ordonnee suivant les puissances ascendantos de cette meme 
quantile. Or le terme d.ont il s’agit est evidemment egal au poly- 
nome (tq). 

Concevons b present que f(oc) represente une fonction rationnelle de 
la variable de, en sorte que I’on ait 


(21) 


/(*) = 


f(^) 

F(*)’ 


f [ce) et F(a?) designant deux functions entibres de la meme variable. 
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Si le degre de f(a?) est inferieur a celui de F (-■»), lc vesidu 

(2a) p {(jl 


s’evanouira, 

<>3) 




suftira, comme oil l’a dit (p. 35 ), pour la decomposition do la fraction 
rationnelle/(a?) en fractions simples. Au contraire, si le degre de f(a?) 
surpasse le degre de F (a?), la fonction 

f(£) 

F(») 


se trouvera decomposee par I’equation ( 1 7 ) en deux parties dont l’une, 
savoir 


ta 4 ) 


p ((/(*))) 
X — z 


9 


represented la somme des fractions simples dont l’addition fournit le 
reste de la division de f(«),par F(a?), tandis que l’autre partie, c’esl- 
a-dire, 1’expression (22), represented le quotient de cette memo 
division. 

Supposons, pour fixer les idees, 


(a5) 


/(*) = 


I + x'‘ 
x H- x* 


On tirera de l’equation (17) 


(26) 


i + g* _ r i + g* p n-** 

X + X* <^((5 + g*)) (* — *) <^(I + .5*)((3*)) (I — XZ)' 


On trouvera d’ailleurs 


L 


i~b; 


= r 


1 z k 


{{ S + *»)) (*-s) _ vCTx) (, _h )) 




X X 

x — y/~ I ■ X yC IT t 
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et 


r 


i + . 


Par consequent la formule (26) donnera 
1 -t- 




( 2 7 ) 


X ~i — X* 


I 

X 


x -+- v — 1 


■ x. 


ee qul est exact. 

Goncevons enfin que la fonclion /(a?) devienne transcendante. Alors, 
pour quo la formule (17) subsiste, il sera necessaire que l’expression (22) 
se reduise a une constante determinee. C’est cc qui arrivera, par 
exemple, si Ton suppose 

1 


(28) 


/(.») = col 


X 


Dans ce cas particular, on trouvera 


r <(/(»))) = r 

^ X — ^ 


Sill - 
z 


■<«-»>( 

^ C0S “ 

)) 



I I 

I 

I 

r 

I 

7T* i 

X 

7T 


1 

vT 

a tt - 

971 s 

1 

** 371 

r r 

1 

I 

I 

I 

7T 2 , I 

x -\ — 

7T 

4 7T 2 

I 
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9 71 * 

1 

»** + 0 — 

3 tt 


ou, ce qui revient au meme, 

r ((/(«))) - 2X ( 1 h : + l_ 

<L x — z ~ 1 + 4 7r*d? s — 1 971-.*-— 1 ) 

et de plus, en designant par e un nombre infiniment petit, 


(' ^ (s) _ (' CPU 

(i — sx) — zx) 

. f e cols \ 

d { T£^)_ 




S COt£ 


de 


(j — sxf (i — SX) COS 2 £ 


= X. 
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Par suite, la formule (17) donnera 


i i i r 

COt~ “ X 2X[ r 4- 4 

X V 7T 2 X % — J 4 7T 2 X 1 — l a 7T 2 X' 1 — I 


On trouvera encore de meme 


x — a x 

— — J H h ax 

a - a 


sin yAr (tt 4 - 1 ) i 

v/7r(7TH-i) — .r 2 ) 

_!_ sin y/27r(27r 4 - t) i 

^271(2714-1) a 2 -H2 7T(<7 a — J? a ) 

4 _ sin y/37r (37T 4 - 1 ) r j 

v/37r(37r 4 - 1 ) # a -+-37r(fl 2 — a;*) \ 

1 

I _|_ sin V'tc (tt — 1 ) 1 j 

v'tt (u — 1) <* 2 — 7 T («•*— .r*j 

| sin ^27? (arc — 1 ) 1 

V / 2 TT( 2 n— l) « 3 — 2 TT h 2_ — "^j 

| sin y/37r(37 T — i) 1 

{/ 3 x ( 3 ti — 1 ) «* — iJjr(a 4 — j? 1 ) 


Les deux equations qui precedent suffisent pour montrer le parti quo 
Ion peut tirer de la formule (17). Nous ajouterons que, si, dans l’e- 

quation (29), on remplace as par on se trouvera precisement ramene 
a la formule (62) de la page 144. 



SUE UN 


THEOHiiME RELATIF All CONTACT DES CODRBES. 


Lorsque deux courbes se touchent en un point donnb P, et que 
Ton marque sur ces courbes, prolongees dans le raeme sens, deux 
points Q, R, situes a des distances egales et infiniment petites du 
point de contact, ces distances sontles deux cotes d’un triangle isoscble ; 
et, comme chacune d’elles forme avec la tangente aux deux courbes 
un angle tres petit, on peut affirmer que la base du triangle isoscble est 
sensiblement perpendiculaire a ces memes courbes. On ne devra plus 
en dire autant si le rapport entre les cordes ou distances PQ, PR, sup- 
posees infiniment petites, n’etait pas rigoureusement egal a l’unite, 
maisen dififeraittrespeu; et, dans ce dernier cas, on pourraitseulement 
assurer que la distance QR forme avec chacune des cordes PQ, PR un 
angle sensible. Ainsi, quoique le rapport entre ces cordes se rapproche 
beaucoup de l’unite, quand les deux arcs deviennent rigoureusement 
egaux, on pourrait douter que, dans cctte hypothese, la distance QR 
fut sensiblement normale aux deux courbes donnees. C’est neanmoins 
ce que Ton peut facilement demontrer a l’aide des considerations sui- 
vantes. 

Supposons que les longueurs egales portees sur la premibre et la 
seconde courbe, a partir du point de contact, aboutissent, d’une part, 
au point ( x,y,z ), de 1’autre, au point (5 , yi,£). Soient, de plus, s et; 
les arcs renfermes : i° entre un point fixe de la premibre courbe et le 
point (an, y, s); 2 0 entre un point fixe de la seconde courbe et le point 
(5,7), 5). Tandis que les coordonnbes x, y, s; 5, ti, 5 varieront simulta- 
nbment, la difference 

s — s 


OEuvres de C. — S. II, t. VI. 
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restera invariable, et Ton aura en consequence « = s + const., 

(i) dg=ds . 

Soient d’ailleurs a, p, y les angles que forme, avec les demi-axes dcs 
eoordonnees positives, la tangente commune aux deux courbes, pro- 
longee dans le meme sens que les arcs s et « ; a la longueur do la droite 
menee du point (£, r, £) au point (tv, y, s) ; enfin X, y., v les angles que 
forme cette droite avec les demi-axes des eoordonnees positives. On 
aura sensiblement 


( 2 ) 


dx 

cos a =2 — 
ds 


§ 


cos (3 = 


dy dt j 

a£y of; ’ 


cosy = 


r/v 

rfi 




( 3 ) 8=v / (J7 — {)*+(/ — u)*+(a — 1)«, 

(4) cosX=i— cos/ji=^ 2Z, cosv = 


et I on tirera des formules (2) reunies a l’equation (1) 


dx* + dy* h- dz* — d£* -+- dr\* 4- 


ou, ce qui revient au meme, 

(а) (dx -j- d$) (dx — d£) + (dy + dn) (dy — dn) -t- (ds ■+■ d£) (ds — d^) = o. 
Or les equations (2) donneront 

(б) dx -j- d* __ dy + dn dz + dt, 

cosa cos p £31 — — ds + ds = 2ds. 

De plus, en faisant converger h vers la limite zero, dans la formule ( 3 ) 
de addition placee a la suite des Legons sur le Calcul infinitesimal, 
on en conclut que, dans le voisinage d’une valeur paniculie're de cc, qui 
fait emnouir deux fonctions donndes, le rapport entre ces fonctions differe 
trespeu du rapport entre leurs denodes, et par consdquent du rapport entre 
lean differentielles, quand mime ces diffdrentielles el ces ddrivdes s’dva- 
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nouiraient a leur tour pour la valeur particuliere dont ils'agit. En appli- 
quant ce principe aux seconds membres des formules ( 4 ). on recon- 
naitra quo les quantites cosX, cosja, cosv peuvent etre determinees 
approximativement par les formules 

v ~ dx — dl dy — dr\ dz — dZ 

cosA== dT^’ C 0 S f A =T— ’ cosv = -^— 

On aura done a tres peu pres 

dx — dc dy — di 1 dz — d% , 

(8) s- 2 = - = —d-i. 

v ' cos A cosfA cosv 

Cette dernifere equation sera d’autant plus exacte que les points {x,y, z ) 
et ( 5 , t\, K) se trouveront plus rapproches du point de contact des deux 
courbes. Si maintenant on remplace, dans la formule (5), les sommes 

dx -+- de., dy ■+- dn, fits 4- d£ 

par les quantites cosa, cosp, cosy, qui sont entre elles dans les memes 
rapports, ot les differences 

dx — dy — dn, dz — d& 

par des quantites proporti.onnelles a ces differences, savoir, cosA., cos >j. 
cosv, on trouvera definitivement 

(g) cosa cos^ 4- cosp cos/a 4- cosy cosv = o. 

Or la formule ( 9 ) exprime que la droite roenee du point (x,y,z) au 
point ( 5 , t), £) est sensiblement perpendiculaire a la tangente commune 
aux deux courbes ou, ce qui revient au m£me, sensiblement parallele 
au plan normal. On peut done enoncer le theoreme suivant, qui est fort 
utile dans la theorie des contacts des courbes : 

Tin&ORfcME I. — titant donnees deux courbes qui se touchent, si, a partir 
du point de contact, on porte sur ces courbes, prolongees dans le rnAme 
sens, des longueurs dgales, mais tres petiles, la droite quijoindra les extre- 
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mites de ces longueurs sera sensiblement perpendiculaire a la tangente 
commune aux deux courbes. 

Lorsque, dans ce theorfeme, on remplace la seconde courbe par une 
droite tangente k la premifcre, il se transforme en un autre dont voici 
1’enonce : 

Th£or£me II. — Si, apartir d’un point donnisur une courbe, on porte 
sur cette courbe et sursa tangente, prolongees dans le mime sens, des lon- 
gueurs egales et tris petites, la droite qui joindra les extrimites de ces lon- 
gueurs sera sensiblement perpendiculaire a la tangente ou, ce qui revient 
au mime, sensiblement parallile au plan normal. 

Concevons, pour fixer les idees, que Ton designe par i chacune des 
longueurs egales portees sur la courbe et sur sa tangente a partir du 
point donne. Les angles formes avec les demi-axes des coordonnees 
positives par la droite qui joindra les extremites de ces deux longueurs 
seront des fonctions de i; et, si Ton fait converger i vers la liniite zero, 
ces angles convergeront en general vers certaines limites et s’appro- 
cheront indefiniment de ceux qui determinent la direction d’une cer- 
taine normale avec laquelle la droite dont il s’agit tendra de plus en 
plus a se confondre. Cette normale, qui merite d’etre remarquee, est 
celle que nous appellerons normale principale. Pour en fixer la direc- 
tion, il suffirait de recourir aux formules (7) et au principe enonce a 
la page 178. On peut aussi arriver tres facilement au meme but par 
la methode que nous allons indiquer. 

Designons par x, y, z les coordonnees du point de la courbe qui 
coincide, non plus avec l’extr^mite, mais avec l’origine de la lon- 
gueur i, c est-a-dire, les coordonnees du point par lequel on mkne une 
tangente k la courbe. Soit toujours s l’arc compte sur la courbe entre 
le point [x,y, s ) et un point fixe place de manifere que la longueur 1 
serve de prolongement k 1 ’arc s. Soient encore «, (3, y les angles que 
forme, avec les demi-axes des coordonnees positives, la tangente au 
point ( x,y , z ) prolongee dans le meme sens que l’arc s. Si 1 ’on prend 
cet arc pour variable independante, l’extremite de la longueur i, portee 
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sur la courbe, aura evidemment pour coordonnees trois expressions de 
la forme 



I, J, K devant s’evanouir avec i; tandis que l’extremite d’une autre 
longueur egale a i, portee sur la tangente et comptee dans le meme 
sens que la premiere, aura pour coordonnees 

. dx 

x 4 - 1 cos a = x i—y 
ds 

y -+- icos(3 = / 

.ds 

s -+- i cosy =s + j 



Cela pose, si l’on nomme a la distance comprise entre les extremites 
des deux longueurs, et 1 , v les angles formes avec les demi-axes des 
coordonnees positives par la droite qui, partant de l’extremite de la 
seconde longueur, se dirige vers l’extremite de la premiere, on aura 
evidemment 


( 12 ) 

(i3) cosX 



et, par suite. 


04 ) 


COS A COS}* _ COSV 

cPjc r cPy T d*z v 

-r-r -+- 1 -tt + J tt-I-K 

ds * ds 2 ds 2 
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Si maintenant on fait, converger i vers la limite zero, les valours nume- 
riques de I, J, K decroitront indefiniment, et, en passant aux limites, 
on tirera de la formule (i 4 ) 

- V C °s^ _ COS [JL cos V ___ JL_ 

iI0) Wx ~ d*y - d'z ~ + \d*~z)- 

Les angles p, v d<itermin6s par cette derniere formule sont ceux qui 
se trouvent compris entre la normale principale, prolongee dans un 
certain sens, et les demi-axes des coordonnees positives. La m£me for- 
mule devrait elre remplacee par la suivante 

t CN cosX COS |J. _ COSV I 

1 ’ d i x ~ d i y ~ d*z y/(«Pa?) s -h laPs)* 

si la normale principale avait ete prolongee en sens contrairc. Ajou- 
tons que les equations (i 5 ) et (16) sont renfermees Tune et 1’autrc 
dans la seule equation 

COS?. _ COSjJL _ COSV 
d*x d*y drz 


D’ailleurs, on a evidemment 

(t8) 


dx 

COS a = ~j-y 
ds 


a dy 

c° S |3=^, 


dz 

CO S y= s> 


etl’on en conclut, en prenant toujours l’arc s pour variable indepen- 
dante, que la formule (17) peut 6tre r6duite a 


(19) 


cosX _ COS (V. _ COSV 
deoscx ~ dcos(3 — dcosy 


Si l’on cessait de prendre l’arc $ pour variable independante, la for- 
mule (17) deviendrait inexacte. Mais la formule (19) existerait tou- 
jours : et, en substituant dans celle-ci, a la place de cos«, cosfJ, cosy» 
leurs valeurs tiroes des formules (18), on trouverait 


( 20 ) 


cosX COSf* 


COSV 


j/dx\ ,/dy\ ,/dz\ 

d - 7 - d( -f ) d( -j- ) 
\ds J , \d$ J \ds ) 



THEOREME RELATIF AU CONTACT DES COURBES. 183 

Nous observerons, en finissant, que la normale principale est toujours 
celle sur laquelle se compte le rayon de courbure de la courbe pro- 
pose. Dans le cas ou cette courbe devient plane, la normale principale 
reste comprise dans le plan de la courbe. 



SUR LES DIVERS ORDRES 

DE 

QUANTITfiS INFINIMENT PETITES. 


Dans quelques-unes des questions qui se rattachent au Calcul infi- 
nitesimal, et particulierement dans les questions relatives au contact 
des courbes et des surfaces, il peut 6tre utile de considerer, non seu- 
lement des quantites infiniment petites du premier, du second, du 
troisieme ordre, etc., mais encore des infiniment petits dont les ordres 
soient represents par des nombres fractionnaires ou meme irration- 
nels. La seule difficult qu’on eprouvc alors est de se former une idee 
precise de l’ordre d’une quantite infiniment petite. Toutefois cette dif- 
ficulte disparaitra si Ton definit l’ordre dont il s’agit comrae nous 
allons le faire. 

Designons par a un nombre constant, rationnel ou irrationnel; par i 
une quantite infiniment petite; et par r un nombre variable. Dans le 
systfeme de quantit&s infiniment petites dont i sera la base, une fonction 
de i representee par f(i) sera un infiniment petit de V ordre a, si la 
limite du rapport 

a) Oil 

i r 

est nulle pour toutes les valeurs de r plus petites que a , et infinie pour 
toutes les valeurs de rplus grandes que a. 

Cette definition admise, si Ton designe par n le nombre entier egal 
ou immediatement superieur a Tordre a do la quantity infiniment 
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petite f(i), lo rapport 

i ' 1 


sera le premier terme cle la progression geometrique 



qui cessera d’etre une quantite infiniment petite; d’oii l’on conclut, en 
raisonnant comme dans 1’addition placee a la suite des Legons sur le 
Ca/cul infinitesimal, que f w (i) sera la premiere des fonctions 


( 3 ) /(*'). /'(<), •/*(*), /"(<), ... 


qui cessera de s’evanouir avec i. 
Quant au rapport 

( 4 ) 


fji) 

i a 


que Ton deduit de l’expression (i) en posant r — a, il peut avoir une 
limitc finie, ou nulle, ou infinie. Ainsi, par exemple, 


i a e', 


i a e‘ 

1 ( 7 )’ 


i a e l I ( i) 


sont trois quantites infiniment petites de l’ordre a, et les quotients 
qu’on obtient en les divisant par i a , savoir . 


e< ’ ifo’ 


.out pour li mites respectives 


0 


et 


i 

o 


Cela pose, on etablira sans peine les propriety des quantites infi- 
niment petites et, en particular; les differents theorfemes que nous 
allons enoncer : 

Th£orRme I. — Si, dans un systeme quebonque, on considere deux 
quantites infiniment petites d’ordres differents , pendant que ces deux quan- 
OEuoretdtC.- S. IT, t. VI. 2 4 
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tiles s’approcheront indejiniment de zero, celle qui sera d’un ordre plus 
eleve finira par obtenir constamment la plus petite valeur numerique . 

Ddmonstration. — Concevons que, dans le systeme dont la base est i, 
on designe par I =/(*) el par J = F(i) deux quantites infmiment 
petites, la premiere de l’ordre a, la seconde de I’ordre b ; et supposons 
«<&. Si 1’on attribue au nombro variable rune valeur comprise cntre 
a et b, les deux rapports 

I J 

T 7 

auront pour limites respectives, le premier Ie second zero, et, par 
suite, le quotient de ces rapports ou la fraction 


J 

I 

aura une limite nulle. Done la valeur numerique du numerateur J 
decroitra beaucoup plus rapidement que celle du denominateur I, et 
cette derniere finira par devenir constamment superieure a l’autre. 

Theoiieme II. — Soient a, b, c, ... les nombres qui indiquent, dans un 
systeme determine, les ordres de plusieurs quantites injiniment petites, et a 
le plus petit de ces nombres. 'La somme des quantile's dont il s’agil sera un 
injiniment petit de V ordre a. 

Demonstration. — Soit toujours i la base du systeme adopts. Soient 
de plus I, J, ... les quantites donnees, la premibre de I’ordre a, la 
.seconde de 1 ordre b, etc. Le rapport de la somme I h- J -+- . . . a la 
quantite I, savoir 


aura pour limite 1’unite, attendu que les termes j, ••• auront des 
limites nulles. Par suite, le produit 
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aura la mfime limite que le rapport 

I 

F 

et, puisque ce dernier rapport a une limite nulle ou infinie, suivant 
qu’on suppose ou r>a, on pourra en dire autant du rapport 

I + J+... 

i r 

Done I -+- J 4- . . . sera une quantite infiniment petite de l’ordre a. 

Corolhire. — Les raisonnements par lesquels nous venons d’etablir 
le th^orfeme I montrent evidemment que, pour de tres petites valeurs 
nuraeriques de la base i, la somme de plusieurs quantites infiniment 
petites, rangees de manifere que leurs ordres forment une suite crois- 
sante, est positive ou negative, suivant que son premier terme est lui- 
raeme positif ou negatif. 

Theor^me III. — Dans un systime quelconque, le produit de deux quan- 
tites infiniment petites, dont les ordres sont designes par a et par b, est une 
autre quantild infiniment petite de l ordre a-h b. 

Demonstration. — Soient toujours i la base du system e que Ton 
considere, et I, J les quantites donnees, la premiere de l’ordre a, la 
seconde de l’ordre b. Les rapports 

1 J 

i r> i s 

auront des limites nulles, toutes les fois que 1’on supposera r < a, 
s<b; des Mmites infinies, toutes les fois que l’on supposera r>«, 
s > b; et l’on pourra en dire autant du produit 

li.- Ji. 

i r i‘ i r+s ' 

II en resulte evidemment que le rapport 

JL 

ir** 
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aura une Iimite nulle pour r+ s<a + b, et une limite infinie pour 
/•-+-*>« 4- 6. Done le produit IJ sera une quantite infiniment petite 
de ford re a + b. 

Nota. — Si Tun des faefeurs se rEduisait '& unc quantite finic, le 
produit serait evidemment du meme ordre que I’aulre facteur. 

Corollaire. — Dans un systeme quelconquo, le produit de plusieurs 
quantites infiniment petites dont les ordres sont designEs par a, b, 
c, ... estune autre quantite infiniment petite do l’ordre a -\- />> + <?+.... 

Theor^me IV. — Si trois quantites infiniment petites sont telles que, la 
premiere etant prise pour base, la seconde soil de l’ ordre a, et que, la 
seconde etant prise pour base, la troisieme soil de 1’ ordre b, celle-ci, dans 
le systeme qui a pour base la premiire, sera d’un ordre equivalent au pw- 
duit ab. 

Ddmonstration. — Soient i, I et J les trois quantites donnees, on 
sorte que les deux rapports 



aient des Iimites nulles quand on suppose a la fois r< a, s<b, et des 
limites infinies quand on suppose a la fois r > a, s > b. 11 est clair que 
le produit 



aura une limite nulle pour rs<^ab, une limite infinie pour rsf>ab', et, 
par suite, que, si I’on prend i pour base, J sera une quantite infiniment 
petite de l’ordre ab. 

Corollaire I. — Le rapport entre les ordres de deux quantites infi- 
niment petites J et I reste le m6me, quelle que soit la base du systeme 
que 1 on adopte, et ce rapport est Equivalent au nombre b, qui indique 
1 ordre de la premiere quantite quand on prend pour base la seconde. 
Done, si, apres avoir dEterminE pour une certaine base les ordres de 
plusieurs quantitEs infiniment petites, on vient k changer de base, les 



L8!> 


DE QUANTITES INFIN1MENT PETITES. 

nombres qui indiquent ces divers ordres croitront ou decroitront tous 
a la fois dans un rapport donne. 

Corollaire II. — Si 1 ’on suppose, dans le theoreme IV, que la quan- 
tite J se rcduise a la quantite i, on aura evidemment ab = i, b = - • 
Done, si, dans le systeme dont la base est i, la quantite I est un infi- 
niment petit de l’ordre a, i sera de l’ordre ^ dans le systeme qui aura 

pour base la quantite I. Ainsi, par exemple, lorsque I, considere coniine 
fonction de i, est un infiniment petit du premier ordre, on peut en dire 
autant de i considere comine fonction de I. 

Le second corollaire, reuni au premier, entraine evidemment le sui- 
vant : 

Corollaire III. — Si deux quantites infiniment petites sonttellcs que, 
1’une etant prise pour base, l’autrc soit du premier ordre, le nombre 
qui.exprimera l’ordre d’une quantite quelconque restera le meme dans 
les deux systemes qui auront pour base les deux quantites donnees. 

On parvient encore assez facilement a demontrer, ainsi que nous 
l’avons fait a la page 170 des Legons sur le Calcul infinitesimal, 1111 
theoreme qui peut etre employe avec succfes dans la theorie des inte- 
grales singulieres des equations differentielles, et que nous allons rap- 
peler ici. 

TflEORfiME.V. — Si Von designe par i et par f{i) deax quantites infi- 
niment petites, zdro sera la valeur unique ou Vane des valeurs que recegra 
le produit 

... fill 

(o) f'(l) 

lorsqu on y fera evanouir la quantile i. 

Nous ajouterons que, si la fonction f[i), dans le systfeme de quan- 
tites infiniment petites dont i reprbsente la base, est un infiniment petit 
de l’ordre a, le nombre a sera ordinairement la valeur unique ou du 
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moins 1’une des valeurs que recevra le produit de * par la fraction (5) 
renversee, c’est-a-dire le rapport 


(«) 


if'(i) _ ; dA/(i) 
f(i) di 


lorsqu’on y fera evanouir la quantite i. C’est ce qui arrivera, en par- 
ticulier, si I’on prend pour f{i) l’une des fonctions 


*“«'» J“sin4» 


Toutefois il existe des fonctious auxquelles cette remarque n’est pas 
applicable. On peut citer, comme exemple, la fonction imaginaire 

i" ^cos 4 4- \/— i" sin 4^ ■ 

En etfet, si i’on pose 

(7) /(/) = i« (^cos4 4 - sin-0 = i a e 7 ^~ l , 

/(*) sera infiniment petit de 1’ordre a, et Ton trouvcra 

( 8 ) 

/(*) i V K 

Or il est clair que cette derniere expression acquerra unc valeur infinie 
pour une valeur nulle de la quantite i. 


SUR LES CONDITIONS DtQUIVALENCE 


DE 

DEUX SYSTEMES DE FORCES 

appliquGes 

A DES POINTS LIES INVARIABLEMENT LES UNS AUX AUTRES. 


On dit en Mecanique que deux systfcmes de forces, dont Ies points 
duplication se trouvent assujettis a des liaisons quelconques, sont 
equivalents, lorsqu’un troisieme systhme, choisi de manfere a faire 
equilibre au premier, fait en meme temps equilibre au second. Cela 
pose, si les points duplication ont et6 lies invariablement les uns aux 
autres, il est clair que, dans le passage du premier systeme au troi- 
sieme, ou du second au troisibme, les six quantites ci-dessus repre- 
sentees (pages 1 5 x et suivantes) par 

X, Y, Z, L, M, N 

devront conserver les memes valeurs numeriques, mais changer de 
signe. Par consequent, dans le passage du premier systfeme au second, 
elles conserveront les memes valeurs numeriques et les memes signes. 
Ainsi, pour que deux systbmes de forces appliquees a des points lies 
par des droites invariables soient equivalents, il est necessaire et il 
suffit que de part et d’autre les projections algebriques des forces etde 
leurs moments lin6aires fournissent les memes sommes, ce qui revient 
h dire que ces deux systhmes doivent avoir la mSme force principale 
et lemfime moment lineaire principal. 

Concevons maintenant que, pour un systbme de forces appliquees a 
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des points li6s invariablement les uns aux autres, on connaisse les six 

quantites 

X, Y, Z, L, M, N. 

Pour que ce syst&me soit reductible a une force unique ou, en d’au- 
fres termes,pour qu’on puisse le remplacer par une force equivalente, 
il sera necessaire et il suffira que les six quantites donnees soient pro- 
pres a representer les projections algebriques d’une seule force et do 
son moment lin6aire. Par suite, il sera necessaire et il suffira que Ton 
ait en meme temps 

u) X 3 -t- Y a -+■ Z 3 > o, 

i a) LX + MY + NZ = o. 

Ces conditions etant supposees remplics, la force equivalente au sys- 
tem e donnesera ce qu’on nomme sa resultante, et cette restiltante ne 
sera autre chose que la force principale appliquee a l’un des points do 
la droite dont les coqrdonn^es y], £ v6rifient les trois equations 

|nZ-tY=L, 

(3) jCX-gZ-M. 

( 5 Y — tjX = N. 

Si Ton avait a la fois 

(4) X = o, Y = o, Z = o, 

l’equation ( 2 ) serait toujours verifiee. Mais la formule (r) se trouverait 
remplacee par la suivante : 

(5) X ! + Y s + Z s = o. 

Dans ce cas, le systems donne sera evidemment reductible a deux 
forces 6gales et parallfeles, mais dirig^es en sens contraires, de ma- 
niere a former un couple. En effet, pour obtenir un couple equivalent 
au systfeme dont il s’agit, il suffira de choisir ce couple de telle sorte 
que son moment lineaire ait pour projections algebriques sur les axes 
les trois quantites 


L, M, N. 
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Pour y parvenir, on tracera un demi-axe qui forme avec ceux des 
coordonnees positives des angles dont les cosinus soient respective- 
ment 

L M N 

^/U+F+N 5 ’ v/L 2 -t-M s + N 2 ’ \/L?+¥+N v 

on menora par un point quelconque de l’espace un plan perpendicu- 
laire k ce demi-axe, et par deux points pris arbitrairement dans ce 
plan deux paralleles quelconques; enfm on divisera le radical 

V/L* + M 2 4- N 2 

par la distance des deux paralleles, puis on portera sur elles, dans 
des sens opposes, deux forces egales representees par le quotient et 
dirigees de mariierc que cliacune tende a faire tourner le plan de 
droite.a gauche* soit autour du demi-axe primitivement construit, soit 
autour d’un demi-axe parallele dont l’origine coinciderait avec le 
point d’application de l’autre force. II resulte de ces observations 
qu’apres avoir obtenu un couple equivalent au systfcme donne, on 
pourra, sans changer l’elfet de ce couple relativement. a l’equilibre, 
transporter son plan parallblement a lui-meme partout oil 1’on vou- 
dra, et faire varier arbitrairement, dans ce plan, non seulement les 
points d’application des deux forces, mais encore les droites suivant 
lesquelles elles agissent. Ces droites etant supposees connues, on en 
deduira immediatement l’intensite de chaque force. II est bien entendu 
que les points d’application des deux forces du couple sont censes lies 
invariablement l’un ii l’autre et ii tous les points que 1’on considere. 

Si, pour le systemo de forces donn6, l’equation ( 2 ) cessait d’etre 
verifiee, on pourrait substituer k ce systeme la reunion de deux autres 
qui donneraient, pour les sommes des projections algebriques des 
forces et de leurs moments lineaires, le premier les six quantites 

X, Y, Z, o, o, o, 

et le second les six quantity 

o, o, oj L, M, N. 
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Le premier des deux nouveaux systemes pourrait etre remplace par la 
force principale appliquee a l’origine des coordonnees, ct le second 
par un couple. Par suite, cette force et ce couple reunis seraient equi- 
valents au systeme donne. De plus, il serait permis de faire passer le 
plan du couple par l’ovigine et meme d’appliquer a cette origine une 
des forces du couple, en la supposant dirigee suivant une droite quel- 
conque. Ajoutons que 1 ’origine des coordonnees pout etre transporter 
en un point quelconque de l’espace, d’oii il suit que le systeme donn 6 , 
quelles que soient les valeurs de X, Y, Z, L, M, N, pourra toujours 
etre remplace par la force principale appliquee a un point quelconque 
de respace et par un couple. On arriverait aux memes conclusions en 
considerant ce systbme comme forme par la reunion de deux autres, 
pour lesquels les sommes des projections algebriqucs des forces et de 
leurs moments lineaires seraient respectivement de la forme 

X, Y, Z, j 0 Z — -oY, s,X-* 0 Z, *,Y -/.X, 
o, o, o, L j qZ — h , SI Zq X —I— Z, N — — Y — i- X. 

Le couple qui, joint a la force principale, peut romplaccr un systeme 
donne, est ce que nous nommerons le couple principal de ce systeme. 
D’apres ce qu’on vient de dire, ce couple principal depend du point 
d’application de la force principale, et son moment lineaire est egal et 
parallele au moment lineaire principal, quand on prend le point dont 
il s’agit pour centre des moments. 

Comme, dans le cas oil l’on applique au meme point la force princi- 
pale et une force du couple principal, rien n’cmpechc de composer 
ensuite ces deux forces entre elles, il est clair qu’on pourra, si Ton 
veut, substituer au systbme donne, au lieu d’une force et d’un couple, 
un systbme compose de deux forces seulement. 

Nous terminerons cet article en faisant observer que liquation (2) 
est satisfaite dans deux cas dignes de remarque, savoir : i° quand les 
forces donnees sont parallbles a une m£me droite, par exemple & l’axe 
des 5, puisqu’on a, dans cette hypothbse, X = o, Y = o, N = o; 
2 0 quand elles sont comprises dans un meme plan, par exemple dans 
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le plan des x, y, puisqu’on a, 'dans ce cas, L = o, M = o, Z = o. On 
eu conclut que, dans 1’une et 1’autre hypotheses, le systeme donne peut 
etre reduit, soit a une foi’ce unique, soita un couple de deux forces 
parallfcles a l’axe des s, ou comprises dans le plan des x, y. Ajoutons 
que, les quantites 

X, Y, Z, L, M, N 

ayant des valeurs quelconques, on pourra toujours decomposer le sys- 
tfeme qui leur correspond en deux autres tellement choisis, que ces 
memes quantites deviennent respectivement, pour le premier systeme, 


et, pour le second, 


o, o, Z, L, M, o 
X, Y O) o, o, "Nj 


par consequent en deux systemes, dont l’un renferme seulement des 
forces paralleles a l’axe des s, et 1’autre des forces comprises dans le 
plan des x, y. 



USAGE DES MOMENTS LIN 111 AIRES 

DANS LA 

RECHERCHE DES EQUATIONS D’flQUILIBRE 

d’un 

SYSTfeME INVARIABLE ASSDJETTI A CERTAINES CONDITIONS. 


Dans 1’article precedent, nous avons fait voir qu’un systeme deforces, 
appliquees a des points lies invariablemcnt les uns aux autres, pou- 
vait toujours etre remplace par la force principalc, appliquee a un 
point quelconque de 1’espace, et par un couple; qu’on outre, il etait 
permis de supposer l’une des forces du couple appliquee au memo 
point que la force principale et dirigee suivant une droite quelconque 
menee arbitrairement par ce point. En partant de ces principes, on 
trouve faeilement les conditions d’equilibre d’un systfemc invariable, 
retenu par un ou deux points fixes. 

Concevons d’abord quele systbme invariable soit retenu par un point 

fixe, et prenons ce point fixe pour origine des coordonnecs. Soient, a 
I’ordinaire, 

X, Y, Z, L, M, N 

les sommes des projections algebriques des forces donnees, et des pro- 
jections algebriques de leurs moments lineaires, l’origine 6tant prise 
pour centre des moments. Le systbme de ces m£mes forces pourra etre 
remplace par la force principale 

(') R = v'X 8 + Y a + 7J 

appliquee k 1’origine, et par un couple de deux forces Q, qui agiront 
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en sens contraire, suivant deux droites paralleles separees Tune de 
l’autre par la distance D, l’intensite Q de chaque force etant liec a la 
distance D par liquation 

(9) QD = vl* + M* + N 2 . 

Ajoutons qu’il sera permis d’appliquer la premiere force du couple, 
aussi bien que la force R, au point fixe pris pour origine des coordon- 
nees. Alors ces deux forces se trouveront immediatement detruites par 
la resistance du point fixe, et la seconde force du couple pourra seule 
produire un mouvement de rotation autour de ce point. Pour que toute 
esp'ece de tendance a un semblable mouvement disparaisse ou, en 
d’autres termes, pour que l’equilibre subsiste, il sera necessaii’e et il 
suffira que la seconde force du couple s’evanouisse ou passe par l’ori- 
gine, c’est-k-dire que l’un des facteurs Q ou D du produit QD s’eva- 
nouisse. Par suite, il sera necessaire et il suffira que ce produit lui- 
meme se reduise a zero, ce qui donnera l’equation 


L 2 -hM 2 + N 5 = o, 

a laquelle on pourra substituer lcs trois suivantes : 

( 3 ) L = o, M = o, N = o. 

En consequence, des six equations d’equilibro qui se rapportent a un 
systfeme invariable libre dans l’espace, les trois dernieres subsistent 
seules, lorsque ce systbme est assujetti a tourner autour d’un point 
fixe et que ce point fixe est pris pour origine des coordonnees. Ces 
trois derniferes equations exprimenl que, pour le systbme des forces 
donnees, le moment lineaire principal relatif a Torigine s’evanouit. 

Si le systfeme des forces donnees etait compose simplement de 

deux forces P, P\ son moment lineaire principal ne pourrait 6tre nul 

/ 

qu’autant que les moments lineaires des deux forces seraient egaux et 
directement opposes ou, ce qui revient au meme, qu’aufant que les 
deux forces seraient comprises dans un meme plan passant par Fori- 
gine et auraient dans ce plan des moments egaux. On arriverait aux 
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memes conclusions, en partant des equations (3) qui, dans le cas pre- 
sent, prendraient la forme 

Pp cos). + P'p'cosl' = o, 

P p cos^H- P'/>'cos/a'= o, 

Pp cosv -+- P'p'cosv' = o. 

L’equilibre que nous considerons ici est evidemment celui d’un levier 
coude, qui a pour point d’appui l’origine des coordonnees, et pour 
bras les droites invariables menees de cettc origine aux points dupli- 
cation des forces P, P'. Les deux forces, devant avoir des moments 
egaux dans le cas d’equilibre, seront alors en raison inverse des per- 
pendiculaires abaissees de l’origine sur leurs directions. Si le levier 
est droit et que les deux forces soient paralleles, on pourfa substituer 
a la raison inverse des perpendiculaires la raison inverse des deux bras 
de levier. 

Passons maintenant a l’equilibre d’un systeme invariable autour de 
deux points fixes ou, ce qui revientau meme, autour d’un axe fixe; et 
prenons cet axe pour axe des s. En conservant les m3mes notations 
queci-dessus, on pourra toujours remplacerle systeme des forces don- 
nees par la force principale 

R = V / X s + Y a +Z 2 

appliquee a l’origine et par deux forces Q formant un couple dont le 
moment QD sera determine par l’equation 

QD = i/L ! + M 1 -+-N 1 . 

L origine se trouvant situee sur l’axe fixe et par suite 6tant elle-m&me 
fixe, si on Iui applique, ce qui est permis, la premibre force du couple 
aussi bien que la force R, la seconde force du couple pourra seule pro- 
duire un mouvement de rotation du systfeme invariable autour de l’axe 
fixe. Pour que ce mouvement devienne impossible, il sera nbcessaire 
et il suffira que la seconde force du couple agisse suivant une droile 
qui coupe l’axe des s ou, en d’aulres termes, que le plan du couple 
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passe par l’axe des s. Cette condition sera remplie si le moment Iineaire 
du couple est perpendiculaire a l’axe des s, auquel cas sa projection 
algbbrique sur cet axe, c’ : est-a-dire la quantite N, devra se reduire ii 
zero. Done, pour le systeme invariable assujetti a tourner autour de 
l’axe des s, une seule equation d’equilibre subsiste, savoir, l’equation 

(4) N — o. 

On prouverait de mbme que l’equation 

M = o 


exprime la condition unique d’equilibre dans le cas oil Ton fixe l’axe 
des y, et l’equation 

L = o 

dans le cas oil l’on fixe 1’axe des x. 

Si le systfeme invariable pouvait, non seulement tourner autour de 
l’axe des s, mais encore glisser parallelement a cet axe, il faudrait a 
l’equation d’equilibre 

(4) N = o 

joindre la suivante : 

’ ( 5 ) 2 — o. 

Iin effet, les forces du couple pouvant etre censees agir suivantdeux 
droites parallfeles entre elles, mais perpendiculaires a l’axe, pour 
qu’il n’y eut pas, dans l’hypothese admise, de mouvement dans le 
sens de l’axe, il serait n6cessaire et il suffirait que la force princi- 
pale R devint elle-meme perpendiculaire a l’axe. Or cette condition 
se trouve exprim6e par la formule (5). 

Si plusieurs points du systbme invariable btaient assujettis si de- 
meurer dans un plan fixe donhb de position, par exemple dans le 
plan des x, y, on dbcomposerait le systbme de forces qui correspond 
aux six quantitbs 

X, Y, Z, L, M, N 
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en deux autres tellement choisis, que ces six quanlites devinssent 
respectivement 

o, o, Z, L, M, o 

pour le premier, et 

X, Y, o, o, o, N 

pour le second. Le premier des nouveaux systemes do forces serait 
reducible, ou a une force unique parallele a l’axe des z, ou a un 
couple de deux forces qui, se trouvant comprises dans un plan paral- 
lele a l’axe, pourraient etre censees dirigees dans cc plan suivant 
deux droites paralleles a ce meme axe; et, comme, dans l’hypothesc 
admise, les forces paralleles a l’axe des z ou perpendiculaires au plan 
des x, yne sauraient produire aucun effet, il est clair quo les forces du 
second systeme scraient les seules qui pussent troublcr l’equilibre. 
Or ce second systeme peut evidemment se reduire, soit a une force 
unique comprise dans lc plan des x, y, soit a un couple de deux forces 
renfermeos dans ce memo plan, a moins que les trois quantiles 

X, Y, N 

ne s’evanouissent, e’est-a-dire, a moins que Ton n’ait a la fois 

(6) X = o, Y = o, N = u. 

Si ces trois equations ne sont pas verifiees, la force ou le couple equi- 
valent au second systeme tendra certainement a produire un mou- 
vement de translation ou d6 rotation des points situes dans le plan 
des x, y, et 1 equilibre ne pourra subsister. Au contraire, si les con- 
ditions (6) sont remplies, les forces comprises dans le plan des x, y 
pourront fetre remplac6es par une r6sultante nulle, d’ou il suit qu’elles 
se feront mutuellement Equilibre; par consequent, dans I’hypothbsc 
admise, les conditions d’equilibre se reduisent aux equations (6). 

Il est bon de remarquer que l’espece d’equilibre dont nous venons 
de nous occuper en ce moment comprend, comme cas particular, 
Fequilibre de plusieurs forces situees dans le plan des x,y, et appli- 
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quees dans ce plan a un systeme de points invariable, que Fon sup- 
pose entierement libre. 

De m6me, l’equilibre d’un systeme invariable assujetti a tourner 
autour de l’axe des s comprend, comme cas particulier, Fequilibre de 
plusieurs forces situees dans le plan des a.-, y, et appliquees dans ce 
plan a un systeme invariable de points, assujetti a tourner autour de 
Forigine. 

II suffit, au reste, de comparer cet article et Farticle precedent au 
Chapitre II de la Statique de M. Poinsot pour reconnaitrc l’analogie et 
la liaison qui existent entre la theorie des moments lineaires et la 
theorie des couples. 
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Extrait du Bulletin de la Societe philomathique. 


TiiEontME. — Soient 

(1) f(j;) = k{x — a) (x — b) (.z — c). . .= kx' n + lx m -‘ l + . . .-‘rpx -+- q 
et 

( 2 ) F(j?) = K(u? — A) (d? — B) (X — C). .. = Kj?"-4- Lx n ~ l -\-. . .-f-P.r ■+■ Q 

deux polyndmes en x, le premier du degre m, le second du degre a ; soil 
d'ailleurs R une quantite constante. On pourra toujours former deux aulres 
polyndmes u, i>, le premier du degre n — r , le second du degrd m — i, et 
qui seront propres a verifier V equation 

(3) u f(j;) + (>F(«) = R. 

Demonstration. — En vertu de la formule d’interpolation de Lagrange, 
la somme des produits de la forme 

f(.r) v/ x 

p jx- b)(x- c)...(ar — A)(<-B)(a?-C)... 

(a — b){a— c)...(a — A) (« — B)(a — C)... “ K “f'(a)F(a) ’ 

et des produits de la forme 

„ > F(jf) 

R a ) l- 37 c) . , — B) (a; — C). . . R Ua?) ^A 

(A — o)(A— d)(A — c)...(A — B)(A — C)... — K l\A)F'(a) ’ 

sera equivalente a R. Par consequent, on v6rifiera 1’equation (3) en 
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prenant 

(4) « = R 

F(^) 
x — A 

F(a-) 
x — B 

. | 

F (x ) 

1 * _C - 1- 

l_f(A)F'(A) 

^f(B)F'(B) 

+ f(C)F'(C) 1 

et 

r f(.») 

f(^) 

f(^) “| 

(5) «> = R 

x — a 

x — b 

i i 


LF(a)f(«) 


F(c)P(c) J 

Done, etc. 





Nota. — Si Ton voulait determiner directement les polyn&mes u et <» 
de maniere a verifier I’equation (3), et en reduisant leurs degr6s aux 
plus petits nombres possibles, il sufiirait d’observer qu’en vertu de 
cette Equation on doit avoir 

„ R „ • R . 

Pour x = A...... u = pour x = B “ = f(B) ' " ’ 

R . R 

Pour x = a = F(ff) ; poura? = & v — 

On connait done n valeurs differentes de u et m valeurs differentes 
de v. Cela pose, les polynomes les plus simples que Ton puisse prendre 
pour u et v devront etre, en general, le premier du degre n — i, le 
second du degre m — i; et, si on les determine par la formule de 
Lagrange, & l’aide des valeurs particuliferes que nous venons d’obtenir, 
on retrouvera precisement les equations (4) et (5). 

Corollaire /. — Supposons que Ton prenne 

(6) R=A- m K»(a — A)(a— B)(a — C)...(& — A)(& — B)(& — C)...(c— A)(t--B)(c— C)... 

ou, ce qui revient au memo, 

( 7 ) R = £ m F(a) F(&) F(c). . . = ( — i)»*«K®f(A) f(B) f(C) 

Le premier des deux produits 

F(*)F(i)F(c)..., f ( A ) f(B) f(C). . . 

sera evidemment une fonction entifere et sym^trique des racines de 
1’equation f(a?) = o, et, par consequent, une fonction entiere des 
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quantites 


0; F 


P 

: r 


•i. 


K, L, P, 

tandis qae le second sera une fonction entiere des quantites 

X , /, . . . , 


L 

r, T 


i> 

F 


0 

K. 


Ces conditions ne peuvent etre remplies simultanement qu’autant quo 
la valeur de R, determinee par la formule ( 7 ), est uno fonction entibre 
des quantites k, l, p, q; K, L, .... P, Q. Ajoutons quc, si l’on 
adopte cette valeur de R, les equations (4) ct (5) so rcduiront a 

tn f(B)f(C)f(D)...(B — C)(B— D)...(C — D)...(.r — — C)(.g — 

^ ^ ; - (A — B) (A — C7(A— !)).,.( B — C)(B — D)...(C — I))... 

(qi (.- = /;>» El£l — ( b _ — c ) ( b — - ( 6 ‘ — d ) — — l >) (g — c) {x — d)...+. 

(a—b)(a — c)(a — d)...(b — c)(b — d)...(c~d)... 

Or les deux termes de la fraction que renferme l’equation ( 8 ) sont des 
fonctions alterndes des quantites A, B, C, D, . . . , c’est-a-dire des fonc- 
tionsqui obtiennent des valeurs alternativement positives et negatives, 
niais toutes egales, au signe pres, lorsqu’on echange ces quantites 
entre ©lies. De plus, la fonction alternee qui represente lc denomina- 
teur, etant la plus simple de son espfece, divisera celle qui forme le 
numerateur [voir la premiere Partie du Cours de I’Ecole Polytechnique, 

p. 75 ). II en resulte que le rapport sera une fonction symetrique et 

entiere des racines de 1 equation F(a?) = 0 . Done, par suite, u sera 
une fonction entifere des quantites 


k, l, 


P> q\ 


K L 

K, T 


P 

K 


" ? T 7 9 77 " 


et de la variable x. Par la meme raison, v sera une fonction entiere des 
quantites 


K, L, 


P> Q; k, -j-. 


k’ k 


et de la variable x. On doit en con clure que u et p seront Equivalents, 
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ou a deux fonctions entieres des quantites x, k, l, . . . , p, q; K, L, .... 
P, Q; on a deux semhlables fonctions divisees, la premiere par une 
puissance de K, la seconde par une puissance de k. Or, R designant 
deja une fonction entiere des quantites k, l, ..., p, q; K, L, . . . , P, Q, 
et les quantites u, v devant satisfaire a l’equation ( 3 ), la seconde sup- 
position ne saurait litre admise. Done, si Ton attribue a R la valeur 
fournie par l’equation (6) ou (7), R, u et v seront des fonctions entiferes 
des quantites k, l, ..., p, q; K, L, ..., P, Q et de la variable x , qui- 
entrera seulement dans u et v. De plus, il est aise de voir que, dans 
ces fonctions entieres, les coefficients numeriques seront toujours des 
nombres entiers. 

Corollaire 11. — Dans le cas oil Ton suppose k = 1, K = r, les equa- 
tions (6) et (7) se reduisent aux suivantes : 

( 10 ) R=(a— A)(«— R)(« — C)...(6-A)(6— B)(6 — C)...(c— A)(c— B)(c— C)..., 
(u) R = F(a) F(&) F(c). . . = i)" tB f(A) f(B) f(C). . . . 


Ce cas particulier, auquel on ramene facilcment tous les autres, est 
celui que nous avons consid6re dans le Memoire presente a I’lnstitut le 
22 fevrier 1824. 


Corollaire III. — Pour que les deux polynomes f(x), F(a;) se changent 
on deux fonctions entieres de x et y, la premiere du degre m, la seconde 
du degre n, il est necessaire et il suffit que les quantites k, /, ... , p, q 
et K, L, .. ., P, Q deviennent des fonctions entires de v, des degres 
repr^sentes par les nombres o, 1 , . . . , m— x, m, et par les nombres o, 
1 , . . . , n — 1 , n. Alors, les rapports 

l p (j L P Q 


se reduisant a des quantites finies pour des valeurs infinies dey 9 oil 
pourra en dire autant des valeurs de co propres verifier les deux 


equations 


kx m -+- 


l 

y 
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et 


v 


r 


X ■ 


Q_ 

r 


c’est-a-dire des rapports 


a b c 

— j — > — > 

y y y 


A 

y y 


B C 

j — > 


.r 


et du suivant 


B__ _ 


) 


yj \y y) \y y 

x f£_AW£_BU£_cy 

\r y) \y y) \y yJ 


X. 


Cela pose, la valeur de R, fournie par l’equation (6) ou (7), sera cvi- 
demment une fonction entiere de y, d’un degi'e inferieur ou tout au 
plus egal au produit mn. De plus, si, dans cette hypothbse, on ecrit 
f(ir,r), F( i r, t y), au lieu de f(®) et de F(a;), la formule ( 3 ) deviendra 

(13) n[{x,y) + f>F(x, y) = R, 


et il est clair que toutes les valeurs de y, qui permettront de verifier 
simultanement les equations 

(i 3 ) f(tf,7)=o, F{x,y) = o, 

devront satisfaire a Fequation 

04 ) R = o. 


Corollaire IV. — II suit du corollaire precedent que, etant donnecs 
deux equations algebriques en sc et y, l’une du degr6 m, l’autre du 
degre n, on pourra toujours en d^duire, par l’elimination de sc, une 
equation en y, dont le degt*6 sera tout au plus egal au produit mn. De 
plus, on formera aisement le premier membre de l’equation en y, par 
iainethode fondee sur la consideration des fonctions sym6triques. 
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Corollaire V. — Lorsque les quantites k, l p, q- K, L, p, 

Q, c’est-a-dire les coefficients des deux polynomes {(at) et F(a?) se 
reduisent, aux signes pres, a des nombres entiers, on peut en dire 
autant des coefficients des fonctions u et v determinees par les for- 
raules ( 8 ) et ( 9 ); et la valeur numerique de la quantity R, donnee par 
1’equation (G) ou ( 7 ), est pareillement un nombre entier. Dansce cas, 
si une meme valeur entiere de x rend les polynomes f(x) et F(a?) divi- 
sibles par un certain nombre p, on conclura de la formule ( 3 ) que p 
est un diviseur entier de R. En d’autres termes, si l’on adopte la nota- 
tion de M. Gauss, les formules 

(15) f(a?) =0 (.mod/?) et F(a;) = o’ (mod p) 
entraineront la suivante : 

( 16 ) R = o (mod/>). 

Al’aide de cctte derniere formule, on determinera facilcment tous les 
nombres entiers qui pourront etre communs diviscurs des deux poly- 
nomes f(a;) et F(a?). Le plus grand de ces nombres entiers, ou leplus 
grand commun diviseur entier des deux polynomes, sera precisement la 
valeur numerique de R. Si cette valeur numerique se reduit a 1’unite, 
les deux polynomes n’auront jamais de communs diviseurs; ils en 
auront unc infinite si elle se reduit a zero. 

Corollaire VI. — A 1’aide des principes ci-dessus etablis, on prou- 
verait ais 6 ment que, si 1 ’on donne plusieurs polynomes ou fonctions 
entibres de x, y, s, ... dont le nombre surpasse d’une unite eelui des 
variables qu’ils renferment, et dont les coefficients soient entiers, on 
pourra former un nombre entier qui sera divisible par les diviseurs 
communs de tous ces polynomes. Si I’on considbre en particular trois 
polyndmes de la forme 

(17) F(a?,y'), f(x) et f(j), 

on trouvera que le plus grand nombre entier qui puisse les divisor 
simultanbment est bgal, au signe prbs, a la valeur de R dbterminee 
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par Fequation 


M 8 ) R = F(a, a) F (a, b ) F(a, c)... F(b, a) F{b, b) I \b, c) . . . F(c, a) F(c, b) F(c, c) . . . , 

a, b, c, ... designant les racines de Fequation i[x) = <». 

Corollaire VII. — Tout nombre premier/?, divisant necessaircment 
Ie binome 


" 9 ) • r/ '~ *=*(*- cos - s/- 1 sin _ cos 1 sin 1 ) , 


quelle que soit la valeur entiere de x, il suit du corollaire V que tout 
diviseur premier/? d’un polynome F(a?) divisera le produit 


i 2 o) R=F(o)Ffcos 2,r + v/^T sin 
\ P — i P 


^t) f(cos 


4 7T 


4- si 


sin 


,)•• ri1 - 


qui peut etre presente sous la forme 


(2i) R = ± ABC.. .(A^-‘— I) (G?»-i_i). 

Iorsque, le coefficient du premier terme de F(a?) so reduisant a l’unite, 
on designe par A, B, C, . . . les racines de l’equation F(a?) = o. Si l’on 
suppose en particulier 


(n etant un nombre premier quelconque), on trouvera 

R — 0 OU R — ±2, 

suxvant que/? sera ou ne sera pas de la forme de nx-hi. Done les 
nombres premiers impairs de cette forme sont les seuls qui puissent 

diviser le binome *•+ 1, sans diviser a? + , . Cette proposition etait 
dejk connue. 

Corollaire VIII. - Tout nombre premier /?, divisant les deux bi- 
ndmes x x et y p — y, quelles que soient les valeurs entibres 
de a? et y, on pourra diviser le polynome F (x,y) sans diviser le 
nombre qui represente, au signe prbs, le second membre de Fbqua- 



209 


SUR UN THtiORfiME ^’ANALYSE. 

tion ( 18 ), dans le cas oil Ton prend pour a, b, c, ... les racines de . 
liquation x p — x = o. 

On pourrait etendre considerablement les applications du theo- 
rfeme ci-dessus demontre (p. 202 ); mais nous nous bornerons pour 
le moment a celles que nous venons d’indiquer. 

P.-S. — Le tbeorfeme qui fait l’objet de cet article peut 6 tre facile- 
ment deduit du calcul des residus. En effet, si, dans la formule (5g) 
de la page i43, on pose 

R designant une quantite constante, et F(tf) deux fonctions 
entieres de x, on trouvera 


R 


= / 


R 


((f(s)F(s))) 


- r 


R 


i P R 

<^(«- 3 )f(5) ((F(^))) + <^(^--)F( S ) ((f(sj))’ 


et, par suite. 


/ ^ RF(«) I r Rf( g ) L 

(22) R — S)f(a) ((F(*))) +r( ) i(*-a)F(s)((f(* 


))) 


On aura done 

(3) uf(x) + *’F(ar) = R, 


pourvu que l’on suppose 


(23) 


u = 


P RF(.») I __ 
*•'{* — *) f(-) ((F(*)))’ 


r RfU) 

p -C(«_ 3 )F( 3 ) (( f(-) )) * 


Or les valeurs de u et v, determinees par les Equations (23), se 
reduisent evidemment a des fonctions entieres de x, dont les degres 
sont inferieurs d’une unit 6 aux degr 6 s des fonctions proposes F(a*) 
et f(a?). 


QEuvres de C. — S. II, t. VI. 
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SUR QUELQUES TRANSFORMATIONS 

APPLICABLES 

AUX RESIDUS des fonctions, 

ET SUR LE 

CBAN6EHENT DE VARIABLE INDEPENDANTE DANS LE CALCOL DES RESIDUS. 


Nous avons deja remarque (p. 170) que Foil peut, dans un grand 
nombre de cas, substituer au residu integral d’une fonction donnee un 
residu relatif a une valeur nulle de la variable. Des substitutions du 
meme genre peuvent encore etre effectuees a l’aide de quelques autres 
formules que nous allons faire connaitre. 

Considerons d’abord une fonction J{z) qui devienne infinie pour 
s = et supposons que Ton puisse assigner au nombre entier m une 
valeur telle que le produit 

0 ) (*—»,)"/(*) 

s’evanouisse ; ce qui arrivera nbcessairement si la fonction f(s) est 
developpable en une serie ordonnee suivant les puissances ascen- 
dantes et entibres, mais positives ou negatives, de la variable 5. Je dis 
que le residu de la fonction donnbe f(s), relatif a la valeur z = s lf 
s'evanouira, en sorte qu’on aura 

(2) ^ (g— g,)/ f (g) 

O ((*-*,)) ' 

Effectivement, si Ton represente par f(*) le produit (1), ou, en d’autres 
termes, si I’on pose 
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on trouvera 


(4) 

et, par suite, 


f'( s ) = 77 


P(*) 


(S — Sj)' 


— m 


jXf) 

( 3 - 3 , )"*+*’ 


r (£-£ 1 2 /(£) 
^ ((5-5,)) 


= r m r M 

_ _ n 

i. 4 2.3...(m — i) i.2.3 ...m 


On pourrait encore demontrer la formule (i) de la maniere suivante. 
Si I’on developpe la fonction (3) en une serie ordonnee suivant les 
puissances ascendantes de s — s ( , on trouvera 



f(«Q i f'(*,) i 

(3-5,)'“ I (5- 3,)"-> 1.2.3.. .(7M l) 3-3, 


i. 2 . 3 .../n 


ft" 1 ) (3,) 


I 

i.2.3...to(t» + j) 


(3 — 3,) ft" w - 1 )(3 1 ) . 


et, par consequent, 


( 6 ) 


f(s)=—m 


(3-3,)"'+* 


m — i f'(3,) 
~T~ (3-3,)"* 


1 .2.3...(MJ — l) 


f("*-‘>(3,) 
(*— «l) # 


I 

J.2.3...7«(OT + l) 


)(5,) 


Or, le second membre de la formule (6) ne renfermant point de terme 
proportionnel a la premiere puissance de ’ on en conc l u t imme- 
diatement que le residu de la fonction d^rivee relatif a la 

valeur s, de la variable s, se reduit a zero. 

Concevons maintenant que liquation 


^ /(*) ° 

admette plusieurs racines reelles ou imaginaires s,, s it s t , et desi- 
gnons par £ l’une quelconque d’entre elies ; £ sera encore uneracine de 
l’equation 



212 SUR QUELQUES TRANSFORMATIONS 

Car, si Ton represente par i une quantite infiniment petite, la fonction 


(9) /(C + O 

s’evanouira pour i= o; et, en vertu du theorem e ( 5 ) de la page 189, 
le rapport de cette fonction a sa derivee, c’est-h-dire la fraction 


(10). 


I 

At + i r ) _ M±I 1 

J\ 1 ±SL~ /'(?+*')’ 

[/(C+OP • 


s’evanouira de meme avec i; ce qui ne peut avoir lieu qu’autant que 
la fonction f'(s) deviendra infinie, avec /(s), pour s = On peut 
ajouter que, si la fonction f'(s) devient infinie, et fournit un residu 
different de zero, pour une valeur donnee s de la variable s, s sera 
necessairement une racine de l’equation (7). En effet, soit A le residu 
don til s’agit, et 


(”) 


/'(*) = 



A,— t 


■+•...+ 



■+■ Ao + A'(= — s) •+■ . . . 


le developpement de/'(=) suivant les puissances asccndantes de s — s. 
On trouvera, en integrant les deux membres de la formule (1 1), 


( 12 ) 


( /(=)=- 
i 

I 


A, 


A/— 1 


/‘ — i (* — sy~ i 
A 1 (s — s ) H“Ao(-« ■ 


r — 2 (z — s) r -* 
-s) -k . . - h const.; 


et, puisqu’en vertu de l’hypothese admise le premier au moins des 
coefficients A, A a , A r _ ( , A r obtiendra une valeur differente de zero, 
il est clair que la fonctiony^s) deviendra infinie pour s — s. Cela pose, 
si, pour chaque valeur £ de s, propre a verifier l’equation (7), on pent 
choisir le nombre entiep ju de maniere que la valeur du produit 

03) (*-C)-/00. 


eorrespondante a z — soit finie et differente de zero, on aura 6vi- 
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demment, en vertu de la formule (2), 

(■ 4 ) £((/'(*) )) = o. 

De meme, en designant par a? 0 , X, v 0 , Y des quantites queleonques, 
on trouvera 

(15) *«£' ((/(-))) = o, 

si la condition que nous venons d’enoncer se trouve remplie, au moins 
pour les racines de liquation (7) dans lesquelles la partie reelle est 
comprise entre les limites x 0 , X, et le coefficient de \/--~* entre les 
limitesy#, Y. 

Supposons maintenant 

(16) • f(s)=<p(s) x(-s). 


On aura 

( 17 ) /»(5) = 9(*)x'(*) '*-?'(*) X(a)- 

Par consequent, les equations (i 4 ) et (i 5 ) donneront 
.( 18 ) £ ((9(a) x'(*) ))=-£(( ?'(*) x(=) )). 

Ct 

(19) V' ((?(5)x'(-))) = - S <S Y (( < P'(-)x(-)))- 

* r o .Vo 

La formule (18) ou (19) subsiste lorsque les racines des deux equations 



verifient les conditions auxquelles nous supposions precedfcmment 
assujetties les racines de Tequation (7). Si ces conditions 6taient seu- 
lement verifiees pour les racines de Tequation (20), il faudrait a la 
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formule (18) ou (19) substituer l’une des suivantes : 


(33) £ (( <? (s) )) %'(*) =• - £ (( ?'(-) ))%(*)> 

(A3) V (( 9 (*)))%'(-) = - V <C,'(('P'( S ) ))%(*)• 

.ro W ^j)'o -»’o .>0 

Les formules (18), (19), (21) et (22) peuvent etre appliquees avec 
sueces au developpement des functions en series. Leur eraploi, dans 
Ie calcul des residus, offre des avantages semblables a ceux que l’on 
retire, dans le Calcul infinitesimal, de Integration par parties. 

Nous terminerons cet article en etablissant les formules a l’aide 
desquelles on peut operer, dans le calcul des residus, un changement 
de variable independante. 

Soits, une valeurde s propre & verifier l’equation (7). Soit de plus 
/, une valeur correspondante de la variable t liee a la variable z par 
l’equation 

(a4) - = <KO; 

et concevons que l’on veuille transformer le residu 


(25) 


r (s — *i)/( g ) 

C ((*-*,)) ’ 


de maniere que le signe £, se rapporte, non plus a la variable z, mais 
a la variable t consideree comme independante. Si l’equation (7) n’a 
qu’une seule racine egale a s,, le produit 


(26) (*-*,)/(*) =[<KO-+(*i)]/['KO] 


obtiendra une valeur finie pour s = s t , ou, ce qui revient au m6mc, 
pour t = t t , et cette valeur sera precis6ment celle du residu (a5). 
D’ailleurs, on a generalement, pour t — t t , 


t — t x 



(27) 
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et, par suite, 

j DKO -+(*.)]/[+(«)] 

(a8) j = ( t - ) /[<!>«)] ^4 1 f ;— = ( t - h ) /[ 4»(0] 0, 

a.moins que la fonction derivee ({/'(f) ne prenne une valeur nulle ou 
infinie pour t = t,. Done, si I’on exeepte ce dernier cas, le r6sidu (a 5 ) 
colncidera n6cessairement avec la valeur du produit 

(29) (*— <i)/[+(0]^(0* 

correspondante a t = t { , et, par consequent, avec le residu de la fonc- 
tion 

/[WOW) 

relatif a la valeur t, de la variable t. On aura done alors 

/0 \ p (■* — s \) f( z ) c — O./C'KO] *K(0 

c/ ((a-*,)) ((<-< 1)) 

Concevons maintenant que l’equation (7) admette m racines egales 
a 2,, m etant un nombre entier quelconque. Alors, si Ton represent? 
par f(s) le produit 

(1) ( *)> 

on trouvera 


(3i) 



f(».) . » ZM 1 

1 (ji — s ,)"- 1 

T ft”- s )(gi) I ft*— *>(/»«) 

1.2.3 (m — 2 ) (a — «t) s i.2.3 — (m — 1 ) a — a, 


1 . 2 . 3 . 


. m 




S ’ — Si 


1 . 2 . 3 . . .m(m - 1 - 1 ) 




/(*) = * (*) + 


I 

i, 2.3. . ,(m — 1 ) 


—3 

jS — 


et, par suite, 
( 32 ) 
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pourvu que Ton suppose 


J(s)=- 


f(-.) 




(33) 


(m — i)(s — -s ,)"- 1 i ('» — *)(* — -i )"*-* ••• 

r f"‘-8)(-s,) 

1 . 2 . 3 . ..(/« — 2 ) 5 — 5 , 

1.2.3. f( '"’ (5l) + 2 I.2.3.. Tmfm -+- 1) ( 3 i) + • • • • 


Or on tirera de 1’equation (32), en y rempla?ant z par <p(t), 


(34) /[<KO]=*WO]- 

et Ton en conclura 


I 

1.2.3. ..(/» — l) l|/(f) — (J*(£,) J 


(35) 


((*-*.) 

° ((t-t ,)) 


r («-*.) wo 

i.a.3... (/« — i) c/((<_ /|))[(HO — «H <,)]’. 


D ailleurs, rf(z) etant une fonction de s developpable suivant les puis : 
sances ascendantes de s — s,, lf[<p(f)]. sera* en general, une fonction 
developpable suivant les puissances ascendantes, non seulement de la 


difference ^(z) — mais encore de t — t t . On aura done, en vertu 
de liquation ( 2 ), 


(36) 


p at 

0 ((*-< 1 )) =0> 


et, par consequent, la formule (35) donnera 

(* 7 ) _r (*-««)/ W 01 ^(O ff'”-»)(5,) ( f-^,) 4 *'(o 

{{t ~ h)) 1 . 2 . 3 ... (m 1 ) o ((*_ fl )) [4»(o — «(»(*,)]" 

De plus, si la fonction <{/(*) prend une valeur finie et differente de 
z6ro pour t = t„ on pourra en dire autant du rapport 
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-r 

dont les logarithmes reels ou imaginaires seront, en general, des fonc- 
tions de t devcloppables suivant les puissances ascendantes de t — t { ; 
et comme, en designant par xs(t) un de ces logarithmes pris dans' le 
systfeme dont la base est e, on trouvera 


(3g) 


j m 


'KO-'KM 


i — t. 


= m'(e) ou 


m 

'HO — <Ko) 


= ®'(0 



on aura, en vertu de l’equation (2), 

p (£ — 

*-((<- <i))DKO-<Kh)] 

_ p (t — r 1 y 1 

0 Ct^ — 0)) 



Cela pose, la formule ( 37 ) se reduira evidemment a 

r H-0)/[4'(0]+ , (0_ _ p (a-a.) /(a) 

{l,) o ((*-*,)) ((*-* 1 )) ’ 


c’est-a-dire a I’equation (3o). 

Si la fonction <|/(«) obtenait, pour t = t x , une valeur nulle ou infinie, 
on pourrait en dire autant de la fraction (38), et l’equation (3o) cesse- 
rait d’avoir lieu. Concevons que, dans cette meme hypothese, la frac- 
tion 


(4a) 


<K0 — <HM 


dans laquelle p. designe un nombre quelconque, obtienne une valeur 
finie differente de z6ro. On trouvera, en designant par &(t) l’un des 
logarithmes neperiens reels ou imaginaires de la fraction ( 42 ) et en 
ayant 6gard a la formule (2), 


(43) 






<K0 — <Ho) i — u 
(* — 0) jHO 


= ut'(0 


OU 


JHO 


:®'(0 


t— l. 


trr\ C t LaLLii — Y w ' 
(44) O((f_« 1 ))[<H0-'K0)] 0 ((<-*)) 


'HO — +( 0 ) 

_ p (t — ti)rs'{t) r 1 

— «_/ iti — t.w ^rC((t — t.W ^ 


'((<-*!)) 
28 


OEuvres deC . — S. II, t. VI. 
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Par suite, la formule (37) donnera 


(45) 


r «-*,)/[4>(*)]W = u y 

t' {(t — Ci)) 1 0 ((- — - 1 )) 


Telle est l’equation qui, dans I’hypothese adraise, dovra remplacer la 
formule ( 3 o). 

Supposons a present quo, l’equation (7) ayant plusieurs racines 
reelles ou imaginaires 5,, s 2 , =■„, . on propose de transformer le 
residu integral 

(46) £((/(-))) 


en un residu dans lequel le signe £ se rapporte a la variable t. Si 
I’equation (24) fournit pour chaque valeur de s une seule valour de la 
variable t, on aura evidcmment, en vertu de la formule ( 3 o), 


(47) £((/(*)))=<£(( /WO] W))- 

Si, au contraire, m designant un nombre entier quelconque, l equa- 
tion (24) fournit, pour chaque valeur de s, m valeurs de la variable t, 
on aura, toujours en vertu de la formule (3o), 

(48) £ (( /(-) )) = /»£ ((/[«K 0] n 0 )■). 

II resulte d’ailleurs de la formule ( 45 ) que l’equation (48) s’etend au 
cas meme ou plusieurs des valeurs de t, tirees de I’equation (24), 
deviendraient egales entre dies pour une valeur £ de s propre a veri- 
fier la formule (7), c’est-a-dire, au cas oh liquation 

(49) +(0 -C=o, 

resolue par rapport a t, aurait des racines egales. 

Si, fa fonctiou /(s) 6 tant donnee par l’equation ( 1 ( 3 ), on voulait rem- 
plaeer la variable 5 par la variable t, non dans l’expression ( 4 ^)» niais 
dans la suivante 


(5o) 


< S((?(- l )))x(- s )> 
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il faudrait Svidemment substituer a 1’equation (3o) ou ( 48 ) l’une des 
deux formules 

(50 £ ((?.(-) ))z( =) = £(( ?[«K03 f(0))x['M0], 

(5a) £((?(^)))z(s) = «£((?[<H0]^(0))7.[-i'(0]- • 


II est bon d’observer que, dans les formules (3o), (45), ( 47 ), etc., 

rJ- 

la fonction derivee <{/(j) n’esl autre chose que la valeur de tiree de 
i’equation ( 24 ). 

Pour montrer une application des formules obtenues dans cet article, 
supposons que Ton ait 


(53) 


/(-) = 


I + - 


■/i 


1 -+- z /— T') 


et que, z = z, designant une racine de l’equation ( 7 ), on propose de 
transformer le residu 


( 35 ) 


P ( s - Sl )/(z) 
° ((---0) ’ 


en substituant a la variable imaginaire z une autre variable imagi- 
naire t liee a la premiere par l’equation de condition 


(54) 


1 -H 


que Ton peut ecrire comme il suit : 


(55) 


I — t / 

Z= y — I • 

i + r 


Il est clair que, dans cette hypothbse, a la valeur z t de la variable z 
correspondra une seule valeur t, de la variable t. On devra done . 
recourir, pour la transformation du residu (25), a la formule (3o). 
D’ailleurs on tirera de I’equation (54) 

_ rf(r + g\/^7) _ af(r — g\/^7) __ isf^idz 
t ~~ n 1 — s\J— 7 I + 5 * 


( 56 ) 
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et, par consequent, 

(3;) 


i dz i 

I Z % dt 2 1 \J — I 


Cela pose, on conclura de la formule (3o), en y remplacant '.]/(/) 

par jjf • 


(38) 



-l)) 



I+_3\/— _[\ 
l — Z\f^i) 


» r t-t, At) 

2v /_i <-'((*-*,)) t 


L’equation (58), combinee avec l’equation (33) de la page i35, con- 
duit, eomme nous le montrerons plus tard, a des resultats dignes de 
remarque. 

On pourrait encore, a l’aide des principes ci-dessus etablis, operer 
un changement de variable independante dans un residu pris entre des 
limites donnees. Seulement les limites placees a droite et a gauche du 

signe <£,> dans le nouveau residu, ne seraient plus celles dc la nou- 
velle variable t, et du coefficient de \/— i dans la raeme variable. C’est 
au reste ce que nous expliquerons avec plus de detail dans un autre 
article. 
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L’illustre auteur de la Mecanique analytique a etabli sur de nouvelles 
bases la theorie du contact des lignes et des surfaces. II a fait voir que, 
si deux courbes planes, representees par deux equations entre des eoor- 
donnees rectangulaires x, y, renferment un meme point P, pour lequel 
les derivees de l’ordonnee y prises par rapport k x, depuis la derivee 
du premier ordre jusqu’a la derivee de l’ordre n, ne changent pas de 
valeurs, quand on substitue la seconde courbe a la premiere, une troi- 
sifeme courbe ne pourra passer entre les deux autres, a moins que les 
quantitesy', y", relatives a la troisieme courbe, ne reprennent, 

pour le point P, les valeurs deja calculees. Done, si cette condition n’est 
pas remplie, les deux premieres courbes seront plus rapprochees l’une 
de l’autre que la troisieme. Telles sont les considerations que Lagrange 
emploie pour donner une idee de ce rapprochement des courbes que 
l’on nomme communement contact ou osculation, et que la maniere 
ordinaire de concevoir le Galcul differentiel faisait regarder comme 
une coincidence plus ou moins rigoureuse, plus ou moins etendue, 
quoique, & proprement parler, comme 1’observe cet auteur, la coinci- 
dence de deux courbes tangentes ne s’etende pas au delk du point 
contact. Dans la theorie de Lagrange, l’ordre de contact des deux 
courbes planes n’est autre chose que le nombre n, e’est-a-dire le 
nombre des termes successifs de la s6rie 

(i) ■ f> y a > • • • 

qui conservent les m^mes valeurs relatives au point de contact, lors- 
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qu’on substitue la seconde courbe a la premiere. Ajoutons que 1 ’auteur 
etend cette theorie, non seulement aux courbes a double courbure, 
mais encore aux surfaces courbes. II mcsure 1’ordre de contact de deux 
courbes a double courbure, represents par deux equations entre trois 
coordonnees rectangulaires x, y, s, a l’aide du nombre des termes suc- 
cessifs qui, dans chacune des series 

(0 .>'% •••» 

, _ \ „rr „nf 

12 } 9 ~ * 9 ••• f 

eonservent les mSmes valeurs, relatives au point de contact, lorsqu’on 
substitue la seconde courbe a la premiere; et il en conclut que, si deux 
courbes tracees dans 1’espace ont entre elles un contact de 1’ordre n, 
une troisifeme ne pourra passer entre elles, sans avoir avec ces memes 
courbes un contact de l’ordre n ou d’un ordre plus elcve. Pareillement, 
il mesure l’ordre de contact de deux surfaces courbes, dont chacune 
est representee par une seule equation entre trois coordonnees rectan- 
gulaires x, y, s, a l’aide du nombre equivalent a l’ordre des derivees 
partielles de s qui foment les derniers termes de la suite 

„ ds d£. &z <r-s (Pz cPz d*Z' 

' dx ’ dy 3 dx* ’ dx dy ’ dy 23 dx :t ’ dx- dy’ dx dr ' 1 ’ dy 3 3 ’ 

en supposant que 1’on arrete cette suite a l’instant meme ou 1’on ren- 
contre un ordre de derivees qui ne eonservent pas toutes les memes 
valeurs, relatives au point de contact, quand on substitue Tune des 
surfaces a 1’autre; puis il attribue au contact de l’ordre n, entre deux 
surfaces donnees, ce principal caractere qu’une troisibme surface ne 
peut passer entre les deux premieres, sans avoir avec elles un contact 
du mtsme ordre ou d’un ordre plus elev6. 

Quoique la theorie que nous venons de rappeler ait l’avantage de 
presenter generalement une id6e assez nette du contact de deux 
courbes planes, elle parait laisscr encore, sous le rapport de la rigueur 
et de la precision, quelque chose desirer. D’abord elle fait entrer, 
dans la definition de l’ordre de contact de deux courbes ou surfaces 
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courbes, l’indication du systeme de coordonnees que l’on emploie, 
tandis qu’en realite cet ordre depend uniquement de la nature des 
deux courbes ou des deux surfaces. Lorsqu’on adopte cette meme 
theorie, le rapprochement plus ou moins considerable de deux courbes 
qui se touckent est mesure par l’intervalle qui separe deux points 
situes sur ces deux courbes dans le voisinage du point de contact, 
mais a des distances de ce point inegales entre elles et dont le rap- 
port varie avec la direction des axes coordonnes. De plus, quand il 
s’agit de courbes a double courbure, on ne voit pas bien clairement c-e 
qu’on doit entendre par une courbe qui passe ou ne passe pas entre 
deux autres. Une difficulty du meme genre existe a 1’egard des surfaces 
courbes. Pour la faire mieux comprendre, considerons les deux sur- 
faces du quatrieme degre representees par les deux equations 

( 4 ) z = —a>'—y l , 

( 5 ) s = x i + y i . 

Ces deux surfaces, qui se touclient a 1’origine, oil elles ont entre elles 
un contact du troisieme ordre, en offriront un du premier ordre seu- 
lement avec la surface cylindrique representee par l’equation 

( 6 ) z=x-; 

done, en vertu des principes ci-dessus mentionnes, la surface cylin- 
drique ne saurait passer entre les deux autres. C’est pourtant ce qui 
arrivera, du moins pour la portion de la surface cylindrique qui sera 
trfes voisine de l’axe des y et, en particulier, pour les points situes sur 
cet axe; car ces points seront compris entre les courbes suivant les- 
quelles les surfaces (4) ct (5) se trouvent coupees par le plan des^, s, 
e’est-a-dire, entre les deux courbes renferm^es dans le plan desjF » s 
determindes par les equations 

( 7 ) *=-/*, 

( 8 ) , *= 7 ‘. 

Enfin la comparaison des valeurs que fournissent deux courbes ou 
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deux surfaces tangentes l’une a l’autre, pour les differents termes des 
series (i), (2) ou ( 3 ), ne suffit plus a la determination de l’ordre du 
contact Iorsque Tangle forme par la tangente commune aux deux 
courbes avec Taxe des x, ou par le plan tangent commun aux deux 
surfaces avec le plan des x, y est precisement un angle droit. Conce- 
vons, par exemple, que Ton veuille comparer deux a deux les trois 
courbes representees par les equations 


(9) 

% 

II 

** 

(10) 

■* 

II 

00 

II 

H, 


Ces trois courbes qui se touchent et dont la tangente commune coin- 
cide avec Taxe des^y fourniront, pour les derivees successives de Tor- 
donnee v, des valeurs qui deviendront toutes infinies quand on suppo- 
ses x = o. Cependant le contact de la premiere courbe avec chacune 
des deux autres sera seulement du premier ordre, et le contact des 
deux dernieres sera seulement du troisibrae ordre. 

Les difficultes que nous venons d’indiquer disparaissent Iorsque, 
pour etablir la theorie du contact des courbes et des surfaces, on a 
recours aux principes que nous allons exposer. 

D abord on deficit aisement la tangente a une courbe, en la consi- 
derant eomme la droite de laquelle s’approche de plus en plus une 
secante qui coupe la courbe . en deux points, tandis que Tun de ces 
points demeure fixe et que Tautre s’approehe indefiniment du pre- 
mier. II est, d ailleurs, facile de prouver qu’en general les tangentes 
menees par un point d’une surface courbe a differentes courbes tracbes 
sur cette surface sont comprises dans un mbme plan, et Ton btablit 
ainsi 1 existence de ce qu’on appelle le plan tangent b une surface 
courbe. Enfin on dit que deux courbes ou deux surfaces courbes se 
touchent en un point donne, quand elles ont en ce point la meme 
tangente ou le mbme plan tangent. 

Cela pose, considbrons deux courbes planes ou a double courbure 
qui se touchent en un certain point. Si de ce point comme centre et ■ 
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avec un rayon infmiment petit design^ par z, on decrit une sphere, la 
surface de la sphere coupera les deux courbes en deux nouveaux points 
trfes voisins Tun de l’autre, et le rapprochement plus ou moins consi- 
derable des deux courbes, h la distance i du point de contact, aura 
evidemment pour mesure la longueur infmiment petite comprise entre 
les deux points dont il s’agit, ou, ce qui revient au meme, la corde de 
l’arc de grand cercle renferme entre les deux courbes. Ajoutons que 
les rayons menes aux extremites de cet arc seront diriges suivant des 
droites qui formeront des angles trfcs petits avec la tangente commune 
aux deux courbes; d’oii il resulte que Tangle compris entre ces rayons 
sera lui-meme une quantite tres petite. Soit co ce dernier angle. L’arc 
de grand cercle compris entre les deux courbes aura pour mesure le 
produit 

(12) 16), 
et la corde de cet arc sera equivalente a 
(i3) 2 i sin ^ . 

Si les deux courbes cliangent de forme de telle maniere que, se tou- 
chant toujours au point donne, elles se rapprochent davantage Tune * 
de l’autre dans levoisinage de ce point, les valeurs de Texpression ( 1 3), 
correspondantes a de tres petites valeurs de 1 , diminueront necessai- 
rement; ce qui suppose que la fonction de i representee par co dimi- 
nuera elle-meme. Si, au contraire, en vertu du changement de forme, 
le rapprochement des deux courbes devient moindre, les valeurs de w 
correspondantes k de trfes petites valeurs de 1 croitront necessairement. 
On peut done affirmer que, dans le voisinage du point de contact, le 
rapprochement des deux courbes sera plus ou moms considerable , et leut 
contact plus ou moins intime,- suivant que les valeurs de ct>, correspondantes 
a de tris petites valeurs de i, seront plus ou moins grandes. De ce principe, 
joint au theorfeme I de la page i85, on. d^duira immediatement la pro- 
position suivante : 

TnfcORfME I. — Si deux courbes se touchent en un point donne P, et que 

OEurres de C. — S. II, t. VI. 
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Von marque sur ces deux courbes deux points Q, R situes a, la distance 
infiniment petite i du point de contact, le rapprochement entre les deux 
courbes, dans le voisinage de ce point, sera d’autant phis considerable que 
Vordre de la quantite infiniment petite co, destine’e a repre’senter V angle 
compris entre les rayons vecteurs PQ, PR, sera plus elevd. 

Demonstration. — En effet, si la forme des deux courbes ou de I’une 
d’entre elles vient a changer, de maniere que l’ordre de la quantite 
infiniment petite co s’elhve, la valeur numerique de co, dans le voisi- 
nage du point de contact, diminuera, envertu du theorfcme I de la 
page i 85 , et, par suite, le rapprochement entre les deux courbes 
deviendra plus grand qu’il n’etait d’abord. 

Le theorfcme I etant demontr^, il est naturel de prendre 1 ’ordre de la 
quantite infiniment petite co, consideree comme fonction de la base i, 
pour indiquer ce qu’on peut appelerl ’ ordrede contact des deux courbes 
proposees. Soit a cet ordre. Puisque le rapport 



a l’unite pour limite, le produit 


sinio) 

to — — 7 = 2 sin 


G) 

2 


sera encore une quantity infiniment petite de l’ordre a, tandis que les 
expressions (12) et (i 3 ) seront, en vertu du tlieorfeme III de la page 187, 
des quantites infiniment petites de I’ordre a 4-1. On peut done 6noncer 
la proposition suivante : 

Tb£or£me II. — Lorsque deux courbes se touc/ient en un point donnd P, 
Vordre du contact est inferieur d’une unite d Vordre de la quantite infi- 
niment petite qui represente la distance entre deux points Q, R situes sur 
les deux courbes, e’galement eioignds du point de contact, et dont la di- 
stance a ce point est un infiniment petit du premier ordre. 

II importe d’observer que la droite QR menee du point Q au point R, 
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elant la base d’un triangle isoscfele, et opposee, dans ce triangle, au 
tres petit angle to, sera sensiblement perpendiculaire aux rayons vec- 
teurs PQ, PR et, par suite, a la tangenle commune aux deux courbes. 
Ajoutons que la surface du triangle PQR sera, d’apres un tkeoreme 
connu de Trigonometric, equivalente au produit des cotes egaux PQ, 
PR par le sinus de Tangle compris entre eux, c’est-a-dire a T expression 

(i4) it' 2 sin m, 


et, par consequent, k une quantite infiniment petite, -dont l’ordre a -+- 2 
surpassera de deux unites I’ordre du contact des deux courbes. 

Considerons a present le cas particulier oil les courbes donnees se 
reduisent k deux courbes planes comprises dans le plan des x, y; et 
concevons que, par les points Q, R, situes sur ces deux courbes a 
des distances egales, et infiniment petites, du point de contact, on 
mene deux droites paralleles dont chacune forme avec la tangente 
commune un angle fini 8. De ces deux paralleles, Tune se trouvera 
plus rapprochee que Tautre du point de contact. Supposons, pour fixer 
les idees, que ce soit la droite menee par le point Q pris sur la pre- 
miere courbe, et que cette droite coupe la seconde courbe en S. Dans 
le triangle QRS, le cote RS, sensiblement parallele a la tangente com- 
mune, puisqu’il represented une corde dont les extremites situees sur 
la seconde courbe seront tres voisines du point de contact, formera 
evidemment avec les cotes QR, QS des angles finis, dont le premier 
differera trks peu d’un angle droit, et le second de Tangle 8. On aura 
done, en d£signant par I et J des quantity infiniment petites, 


sin 


(j5) 


QS: 




sin ( $ J ) 


81111 - ' . . 

. =- a? sm— • 

sin(o-f-J) 2 


De plus, comme le rapport entre la perpendiculaire abaissee du point P 
sur la droite QS, ou sur son prolongement, et le rayon yecteur PQ = i, 

sera sensiblement egal a cos^ — = sinS, cette perpendiculaire 
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pourra etre representee par un produ it de la forme 

(16) i(siniJdbs), 

± s designant encore une quantite infiniment petite. Cela pose, admet- 
tons que, les deux courbes ayant entre elles un contact de l’ordre a, 
on considbre le rayon vecteur i comme infiniment petit du premier 
ordre. II est clair que l’expression (16) sera encore un infiniment petit 
du premier ordre, tandis quo l’expression (i5) sera de 1’ordre a-t- 1. 
Ajoutons que l’ordre de cette dernibre ne variera pas ( voir le corol- 
Iaire III du theoreme IV de la page 188) si Ton prend pour base Im- 
pression (16), ou une quantite telle que l’expression (16) reste infi- 
niment petite du premier ordre. Ces remarques suffisent pour btablir 
un nouveau theoreme que nous allons enoncer : 

Theoreme III. — L ordre de contact de deux courbes planes qui se 
touchent en un point donne P est inferieur d’une unili d l’ ordre de la 
distance infiniment petite comprise entre les points Q, S, oh les deux 
courbes sont rencontrees par une secante qui forme un angle fini el sensi- 
blemenl different de zero avec la tangente commune, dans tout systems ou 
la distance du point de contact a la secante dont il s’agit est un infiniment 
petit du premier ordre. 

Si les deux courbes sont representees par deux equations entre les 
coordonnees rectangulaires a?, y, et si la tangente commune n’est pas 
parallble a 1 axe des y, alors, en supposant la secante parallble a ce 
meme axe, on deduira du theoreme III la proposition suivante : 

Theoreme IV. Pour obtenir V ordre de contact de deux courbes planes 
qui se touchent en un point oh la tangente commune riest pas paralMle a 
l axe des y, il suffit de mener une ordonnee tris voisine du point de con- 
tact, et de chercher le norribre qui reprisente l’ ordre de la portion infini- 
ment petite d’ordonnie comprise entre les deux courbes, dans le cas oil 
Von considers la distance du point de contact a V ordonnee comme infini- 
ment petite du premier ordre . Ce nombre, diminui d’une unite, indique 
r ordre de contact . 
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Corollciire I. — Soient 

0?) „>•=/(•*), j = F(«) 

les equations des deux courbes planes. Elies auront un point corres- 
pondant a une valeur donnee de x, et, en ce point, une tangente com- 
mune, non parallele a l’axe des y, si, pour la valeur donnee de x, les 
equations des deux courbes fournissent des valeurs egales et finics, 
non seulement de 1’ordonnee v, mais encore de sa derivee y', en sorte 
que les equations 

(i8) /(•*) = F(.r) 


et 


( 1 9) f(x) = F'(x) 

soient verifiees, et que les deux membres de chacune d’elles conser- 
vent des valeurs fmies. Dans cette hypotliese, la difference 

(20) F(.k) -/(■*), 

qui s’evanouira pour la valeur de x relative au point commun, devien- 
dra infiniment petite quand x recevra un accroissem'ent infiniment 
petit ; et, si Ton considere cet accroissement comme etant du premier 
ordre, l’ordre de la quantite infiniment petite qui represented la nou- 
vellc valeur de F(a?) —f(x) surpassera d’une unite V ordre de contact 
des deux courbes. 

Corollaire JT. — Si les deux courbes se touchent en un point de 
I’axe desj, mais sans avoir cet axe pour tangente commune, il suf- 
fira, d’aprbs ce qu’on vient de dire, pour determiner l’ordre du con- 
tact, de chercker le nombre qui indiquera l’ordre de la difference 

F (*)-/(*), 

en considerant l’abscisse x comme une quantite infiniment petite du 
premier ordre, et de diminuer ce nombre d’une unite. En operant 
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ainsi, on reconnaitra que les paraboles 

(21) y=.x^ > y — x % 

ont a l’origine des coordonnees un contact du premier ordre, tandis 
qu’au meme point les deux courbes 

„ (22) y=.a y = x n+% 

auront un contact de l’ordre n, ct les deux courbes 

4 5 

(a3) y = 

un contact de l’ordre § — 1 = i. 

Corollaire HI. — Supposons que les courbes (17) aient un point 
commun correspondant a 1’abscisse x, et, en ce point, une tangente 
commune non parallele a I’axe des y, avec un contact de l’ordre a. Soit 
d’ailleurs n Ie nombre entier egal ou immediatement superieur a a. 
La difference 

(20) F (*)-/(») 

sera nulle; et, si 1’on designe par i un accroissement infiniment petit 
du premier ordre, attribue a 1’abscisse x, l’expression 

( a 4 ) F(.r-t-£) — f(x-hi) 

sera (en vertu du corollaire I) un infiniment petit de l’ordre a -hi. 
Or, les derivees de cette expression, par rapport k *, 6tant respecti- 
vement 

F r (x + i)-f{x-hi), r'(a>-hi)-jr{x-hi), 
il resulte de ce qui a 6te dit ci-dessus ( pages 184 et i 85 ) que 
F< n+1 > (x -h i) —/<'*+» (x + i) 
sera la premiere des expressions 

F(x + i)-f(x+i), F'(xhi) —/■■(x + i), F’ix-hi) + 
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qui cessera de s’evanouir avec *. Ea d’autres termes, 

F( w+I} (a?) — (#) 


sera la premiere des differences 

F (*)-/(*). F '(*)-/(*). l'\x)-f{x), ... 

qui obtiendra une valeur differente de zero. On aura done pour le 
point conimun 

/ F(.r) =/(*), 

F'(a) =/(*), 

(20) j F'(«) ' =/*(»), 

[ F<»> (a?) =/<»>(*)• 

Par consequent, lorsque deux courbes planes se touchent en un point 
oil la tangente commune n’est pas parallble a l’axe des y, non seule- 
ment, pour le point dont il s’agit, l’ordonnee y et sa derivee y' ne 
changent pas de valeurs dans le passage de la premiere courbe a la 
seconde, mais il en est encore de meme des derivees successives y " , 
y, . . jusqu’a celle dont l’ordre coincide avec le nombre entier egal 
ou immediatement superieur a l’ordre du contact. 

Corollaire IV. — Si, les deux courbes ayant un contact de l’ordre a, 
la tangente commune devenait parallele a 1’axe des y, alors, en attri- 
buant k 1’abscisse du point de contact un accroissement infiniment 
petit du premier ordre, on ne trouverait pas generalement, pour la 
valeur correspondante de la difference F(a?) — f{ x )> un infiniment 
petit de l’ordre a-+-i. Neanmoins, on pourrait encore determiner 
l’ordre du contact par la mdthode dont nous avons fait usage, pourvu 
que l’on substituat la variable y k la variable x, et reciproquement. 
Ainsi, par exemple, pour montrer que les deux courbes 

( 26 ) y=x l , 

qui touchent k l’origine l’axe des y, ont en ce point un contact de 
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l’ordre;, il saffira d’observer qae leurs equations, resolues par rapport 
a .v, prennent les formes 

i 4 

x=y\ x — y* , 

i J5 

et que la difference y 3 — y* cst un infiniment petit de l’ordre 

A Y »L 1 

3 — 1 +- 3 9 

quand on considere y comme un infiniment petit du premier ordre. 
Quant a la difference F(a?) —/(a?), elle se reduit, dans eet exemple, a 

2. A 
CC* — X k ; 

et, lorsque Ton considere x comme un infiniment petit du premier 
ordre, elle est une quantite infiniment petite, non plus de l’ordre £, 
mais de I’ordre | seulement. 

Corollaire V. — Lorsque la tangente commune n’est pas parallMe a 
l’axe des y, et que l’ordre de contact cst un nombre entier, il suffit, 
pour determiner cet ordre, de chercher quelle est la derniere des 
equations 

( a 7) /(a?) = F(x), /'(.*) = F'(.»), f"(x) = F"(.r), 

qui se trouve verifiee par l’abscisse du point de contact. L’ordre des 
derivees comprises dans cette derniere equation sera precisement le 
nombre demande. 

Passons main tenant au cas general oil l’on considere deux courbcs 
a double courbure qui se touchcnt en un point P. Soient toujours 
Q, R deux points situes sur ces courbes, a des distances egales et 
infiniment petites. du point de contact. Soient encore i la valeur com- 
mune de ces distances, w Tangle irfes petit qu’elles forment entre 
elles, et supposons que 1’on projette les deux courbes, avec le triangle 
PQR, sur un plan qui ne soit pas sensiblement perpendiculaire au 
plan de ce triangle. Les deux courbes projetees auront evid eminent la 
meme tangente, ou, en d’autres termes, seront tangentes 1’une a 
1 autre. Designons par p, q, r les projections des trois points P, 
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Q, R, par o Tangle compris entre les plans des triangles PQR, pqr , 
et par 9, jr, les angles que les droites PQ, PR, QR forment respecti- 
vement avec leurs projections pq,pr, qr. On aura 


pq = PQ cos 9 = i cos 9 , 


(28) 


f PV = 
1 pr = 


pr = PR cos % = 1 cos 

qr — QR cos^ = 2 i sin ^ cos 9- 


D ailleurs, on pro uve facilement que la projection de la surface d'un 
triangle sur un plan quelconque est equivalente a cette surface mullipU.ee 
par le cosinus de V angle aigu compris entre le plan du triangle et le plan 
sur lequel on projette, ou, ce qui revient au mime, par le cosinus de l' angle 
aigu compris entre les droites perpendiculaires aux deux plans dont il 
s' a git. Done la surface du triangle yo^raura pour mesure le produit 


(29) 


£«* sin w cos <5 = ** sin 9 « cos J &) cos 3, 


et le sinus de Tangle pqr sera equivalent au quotient qu’on obtient 
en divisant le double de cette surface par le produit pq x qr, e’est- 
a-dire, a la fraction 


(3o) 


COS I M COS d 
cos 9 COStp " 


Done le produit de ce cosinus par la droite pq, ou la perpendiculaire 
abaissee du point p sur la droite qr, sera represente par 


( 3 i) 


.cosiwcoso 

1 2 — i 

cos 9 


Or, la valeur de Tangle w 6tant trfes petite et celle des angles 9, -/_, 
6tant sensiblement differente de les quantites 

cos^w, cos<5, cos?, cosx, cos^ 

auront des valeurs sensibles. Cela pose, il suffira de Jeter les yeux sur 
les formules (28) et sur Texpression ( 3 i) pour reconnaitre : i° que la 
distance qr est, dans l’hypothese admise, une quantite infiniment 

OEuvres de C. - S. it, t. VI. 3o 
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petite de l’ordre a ■+■ i, ct qu’elle forme, avec la distance pq , un angle 
pqr sensiblement different de zero; 2 0 que Iadistance qr cst un infi- 
niment petit du premier ordre. Observons encore quo la tangente 
commune aux deux courbes projetees, se confondant, h trfes peu pres, 
avec la droite pq, formera elle-meme avec la secante qr un angle fini 
et sensible. Done (en vertu du theoreme III), les courbes projetees au- 
ront entre elks, ainsi que les courbes proposes, un contact de 1 ' ordre a. 

Si le plan du triangle pqr devenait sensiblement perpendiculairc au 
plan du triangle PQR, mais en continuant de former un angle sensible 
avec les cot6s PQ, PR, et, par consequent, avec la tangente commune 
aux deux courbes donnees, le contact entre les deux courbes projetees 
ne pourrait etre que d’un ordre egal ou superieur au nombre a . Alors, 
en effet, les distances pq,pr seraient encore des quantites infiniment 
petites du pi’emier ordre, tandis que la distance qr serai t infiniment 
petite de l’ordre a+i, ou d’un ordre superieur. Or imaginons que, 
dans cette nouvelle hypothese, une sphfere soit decrite du point p 
comme centre avec un rayon 6gal a pq, et que cette sphere coupe la 
seconde des deux courbes projetees en s. Si Ton joint le point s 
avec les points q et r, la droite rs sera sensiblement parallele h la 
tangente commune aux deux courbes projetees, puisque sos extremites 
seront situees sur l’une de ces courbes & des distances infiniment pe- 
tites du point p. Au contraire, la droite qr, ou, en d’autres termes, 
la base du triangle isoscele/?^, sera sensiblement perpendiculaire h la 
m$me tangente. Done le triangle qrs sera sensiblement rectangle en 
s, et, par suite, la longueur qs, sensiblement 6gale au produit 
qscosrqs, sera, ainsi que la longueur qr, un infiniment petit de 
l’ordre a 4- 1, ou d’un ordre superieur. Done, en vertu du theoreme II, 
l ordre de contact des deux courbes projetees sera ndeessairement igal ou 
superieur au nombre a. 

Goncevons k present que, tous les points de l’espace etant rapport^s 
h trois axes coordonn^s des x, y et s, on projettc successivement les 
deux courbes donnees sur le plan des x, y, et sur le plan des x, s. 
Supposons d’ailleurs que Tangle compris entre l’axe des x et la tan- 
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gente commune aux deux courbes differe sensiblement d’un angle 
droit. Cette tangente ne pourra etre sensiblement perpendiculaire ni 
au plan des x, y, ni au plan des x, z, attendu que 1’un et l’autre passent 
par l’axe des x. De plus, ces derniers plans ne pourront etre, tous les 
deux a la fois, sensiblement perpendiculaires au plan du triangle PQR. 
Car, dans ce cas, leur ligne d’intersection, c’est-a-dire 1’axe des x, 
formerait necessairement un angle tres peu different de | avec les 
droites PQ, PR comprises dans le plan PQR, et, par consequent, avec 
la tangente commune aux deux courbes. Cela pose, il resulte des 
principes ci-dessus etablis que, dans l’hypothese admise, le contact 
des deux courbes projetees : x° sur le plan des x, y; sur le plan des 
x, z, sera toujours de l’ordre a, ou d’un ordre superieur, et sur Fun 
des deux plans au moins, de l’ordre a seulement. On peut done enon- 
cer la proposition suivante : 

TriEORftME Y. — Pour obtenir l’ ordre de contact de deux courbes qui se 
touchent en un point oil la tangente commune ne forme pas un angle droit 
avec I'axe des x, il suffil de chercher les nombres qui indiquent les ordres 
de contact des projections des deux courbes sur le plan des x, y, et sur le. 
plan des x, z. Chacun de ces nombres, s’lls sont egaux, ou le plus petit 
d’entre eux, s’ils sont inegaux, indiquera l’ ordre de contact des courbes 
proposees. 

Corollaire I. — Le theoreme qui precede subsiste egalement dans le 
cas ou les variables x, y, z designent des coordonnees rectangulaires, 
et dans le cas oil ces variables represen tent des coordonnees obliques. 

Corollaire II. — Lorsque deux courbes a double eourbure se tou- 
chent en un point oil la tangente ne forme pas un angle droit avec 
l’axe des x, la determination de l’ordre du contact se trouve r^duite 
par le theorbme V k la recherche de 1’ordre de contact de deux courbes 
planes, e’est-k-dire a un problbmc deja r£soIu. 

Corollaire III. — Supposons que deux courbes, representees chacune 
par deux equations entre les coordonnees rectangulaires ou obliques a.. 
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y, s, aient entre elles un point commun correspondant a l’abscisse x, 
et en ce point une tangente commune non perpendiculaire a l’axe des. 
x, avec un contact de l’ordre a. Soit d’ailleurs n le nombre entier egal 
ou immediatement superieur k a. Enfin, admettons quo Ton prenne 
1’abscisse x pour variable ind^pendante, et que 1 on designc par /’, y , 

y m s', s", z m , ... Ies derives successives des variables,/ et s con- 

siderees comme fonctions de x. En vertu du theorfeme V, les quantites 


(32) 


[r, y, f, 

\ s', 


y(«). 
•■•I J > 




conserveront les memes valeurs, pour le point dont il s’agit, dans le 
passage de la premiere courbe a la seconde, tandis que chacune des 
quantites 

(33) sf" 4 " 1 ), 


ou au moins Tune des deux, changera de valeur. 

Corollaire IV. — Lorsque la tangente fcommune aux deux courbes ne 
forme pas un angle droit avec l’axe des x, et que l’ordre de contact 
est un nombre entier, il suffit, pour determiner cet ordrc, de chercher 
la plus grande valeur qu’on puisse attribuer au nombre entier n, en 
choisissant ce nombre de manifere que les quantites (32) demeurent 
toutes invariables pour le point de contact dans le passage d’une courbe 
a l’autre. Cette valeur de n indique pr&usement l’ordre demande. 

Corollaire V. — Si la tangente commune aux deux courbes formait 
un angle droit avec l’axe des x, elle ne pourrait 6tre a la fois perpen- 
diculaire au plan des a?, / et au plan des x, s. Par suite, elle formerait 

un angle different de 5 avec l’axe des y, et avec l’axe des z, ou au 
moins avec 1’un de ces deux axes. Done, pour determiner, dans cette 
hypothfese, I’ordre de contact des deux courbes k l’aide du theoremc V, 
il suffirait de substituer a l’axe des x l’axe des / ou l’axe des z, et de 
remplacer en m£me temps le plan des x, s, ou des x, y, par le plan 
des/, s. 
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Le theoreme V, k l’aide duquel on fixe aisement P ordre de contact 
des deux courbes a double courbure, peut etre remplace par un autre 
theorbme qui n’est sujet a aucune restriction, et que nous allons etablir 
en peu de mots. 

Soit toujours P le point comraun a deux courbes qui se touchent. 
Soient encore Q, R deux autres points situes sur la premibre et sur la 
seconde courbe, egalement eloignes du point de contact, et dont les 
distances a ce point se reduisent a une longueur infiniment petite, 
designee par i. Enfm, concevons qu’a partir du point P on porte sur la 
seconde courbe un arc PS, qui ait la meme longueur que l’arc PQ, 
qui soit dirige dans le meme sens, et qui aboutisse au point S. La 
secante QS, en vertu du theorbme I de la page 179, sera sensiblement 
perpendiculaii’e, ainsi que la secante PR, a la tangente commune. De 
plus, la corde RS, etant comprise entre deux points de la seconde 
courbe tres rapproches du point de contact, sera sensiblement paral- 
lel a cette tangente. Par consequent, dans le triangle rectiligne QRS, 
les cotes QR et QS formeront avec le troisibme cote RS des angles dont 
chacun differera tres peu d’un angle droit. Done le rapport entre les 
deux premiers cotes, ou, ce qui revient au meme, le rapport entre les 
sinus des angles opposes differera tres peu de l’unite; et l’on aura, en 
designantpar I une quantite infiniment petite, 

(34) QS = QR(H-I) = (i4-I)aisin “• 

D’autre part, comme le rapport entre Parc PQ et la corde PQ = i aura 
pour limite Punitb, on trouvera encore, en designant par J une quan- 
tity infiniment petite, 

(35) arcPQ = (i-+- J)A 

Cela pose, admettons que, les deux courbes ayant entre elles un con- 
tact de l’ordre a , on considere le rayon vecteur i comme infiniment petit 
du premier ordre. II est clair que Parc PQ sera encore un infiniment 
petit du premier ordre, tandis que la distance QS sera de 1 ordre a + i* 
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Ajoutons qu'e l’ordre de cette distance ne variera pas ( voir le corol- 
laire III du theorkme IV de la p. 188), si Ton prend pour base l’arc PQ 
ou une quantite telle que l’arc PQ reste infmiment petit du premier 
ordre. Ces remarques suffisent pour dtablir le nouveau theoreme que 
nous allons enoncer : 

Theoreme VI. — Pour obtenir l’ ordre de contact de deux courbes qui se 
touchent en un point donnd, il suffit de. chercher le nombre qui reprdsente 
1' ordre de la distance infiniment petite comprise entre les extre mites de 
deux longueurs d gales portdes sur les deux courbes d partir du point de 
contact, dans le cas ou ces mimes longueurs deviennent injiniment petites 
du premier ordre. Le nombre dont il s’agil, diminud d'une unite, indique 
toujours V ordre du contact. 

Corollaire I. — .Soit i la quantite infmiment petite qui represente 
chacuno des deux longueurs mentionndes dans le theorfcme VI. Desi- 
gnons, en’outre, par x,y, z et par rj, '(, les coordonnecs des points 
auxquels ces longueurs aboutissent sur la premiere et la seconde 
courbe. Enfin, soit 

(36) ‘ « = — 5)*+ tr- * )'+(*- 0* 

la longueur de la droite menee du point (£,y],£) au point (x,y, s). Si 
I’on considfere i comme .un infiniment petit du premier ordre, et si Ton 
appelle a 1’ordre de contact des deux courbes, la distance a sera (en 
vertu du theorbme VI) un infiniment petit de l’ordre a •+• i . Par suite, 
le carre de cette distance, ou la somme 

(3?) (^-O s -)-(7-u) s + (s-S)*, 

sera un infiniment petit de 1 ’ordre 2a 4- 2 ; ce qui exige que, des trois 
differences 

(38) x — l, y — Kj, z — ?, 

Tune au moins soit de l’ordre a- hi, les deux autres 6tant du meme 
ordre ou d’un ordre plus eleve. On arriverait k la meme conclusion en 
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observant que les valeurs num 6riques des expressions (38) repre- 
sented les projections de la distance a sur les axes des x, y et z. En 
effet, il est aise de rcconnaitre qu 'une distance infiniment petite et sa 
projection sur un axe quelconque sont en general des quantiles de mime 
ordre. Settlement Vordre de la projection peut surpasser Vordre de la dis- 
tance, dans le cas ou celle-ci devient perpendiculaire a I’axe. Mais il est 
clair que cette dernibre condition ne saurait etre remplie a la fois pour 
les trois axes des x, des y et des z. 

Corollaire IL — Conservons les memes notations que dans lc corol- 
laire precedent. Soit toujours a l’ordrc de contact des deux courbes 
donnees, ct designons par n le nombre entier egal ou immediatement 
superieur a a. Puisque, la quantite i etant regardee comme infiniment 
petite du premier ordre, l’une des trois differences 

( 39 ) x — l, y — f), z — Z 

devra etre de l’ordre a -hi, les deux autres etant du meme ordre ou 
d’un ordre plus eleve, il resulte de ce qui a ete dit(p. 1 85) que, si l’on 
prend i pour variable independante, 



v d(x — 

J) 

d 2 (jc — 

l) 

d n (x — 

V) 


C -’ di 

* 

di* 

? 

. di* 


(4o) • 

1 d{y- 

jo) 

dHy- 


d n ( y — 

'*) 

\y— n > di 


di 2 

— J 

’ di - 1 

* 


I _ s- Z 

i - — ■” di 

K), 

dHz- 

di* 

H, 

d" ( j — 
dh 

'll 


s’dvanouiront avec i, tandis que chacune des d^rivees 

'***) di n + l 5 di a+l ’ di n+1 

ou du moins l’une d’entre elles, cessera de s’evanouir pour » = o. 
Soient, d’ailleurs, s et s les arcs renferm^s : i° entre un point fixe de 
la premifere des courbes donnees et le point mobile (x,y,s); 2 ° entre 
un point de la seconde courbe et le point (£, *), £); . et admettons que 
ces nouveaux arcs soient diriges dans le meme sens que 1 arc t. Comme 
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les trois variables i, s et g differeront entre elles de quantity con- 
stantes, on aura 

( 42 ) cli — ds=z dq ; 

et l’on pourra prendre pour variable independante, quand il s’agira 
de la premiere courbe, s au lieu de *; quand il s’agira de la seconde 
courbe, ; au lieu de i, Cela pos 6 , les expressions ( 40 ) et ( 41 ) devien- 
dront respectivement 



[ x — ii 

dx dc 
ds dq 5 

d*x d*t 

Us* ~ d?’ 

d n x d n \ 

' ’ ds n ~ dg « ’ 

(43) 


d y d'n 
’ ds ~ Tq 

d*y d-n 
~d?~d 

d"y d n fi 
’ ds n dg “ ’ 


1 

\ 

d±__dt 

ds dq 9 

d*s d*K 

ds * dg * * 

d n z d n £ 

’ ds" dg H ’ 

et 





(44) 

d n + l x 
ds n + 1 

d d n+ \y d nJrX Yj 
dq*-*- 1 ' cls ,l +‘ i dq Tl *- x 9 

d n + l z d n+l K 

ds dq n + l 

En egalant les quantites (43) a zero, on formera les equations 


r 

x=>, 

dx __ d 'i 
ds dq 9 

d l .r _ cPc 
ds * dg * ’ 

d tl x d n c 

~ds* ~ ~dq* 9 

(45) < 

1 >‘= r .. 

■SR? 

II 

S IS 

d*y d*-r\ 

it? ~ d £*’ 

d n y d n 'n 

ds tl dq n 9 


- — r 

\ 

ds 

ds ~ dg ’ 

d*s _d*tj 
ds* ~ dg*’ 

d fl z _ d n Z 

5 ds 11 dg n 9 


qui devront toutes se verifier pour le point de contact des courbes pro- 
posees, tandis que, pour le meme point, chacune des expressions ( 44 )* 
ou au moins 1 une d’entre elles, obtiendra une valeur diff 4 rente dc 
zero. Si maintenant on observe qu’on peut sans inconvenient substi- 
tuer, quand il s’agit de la seconde courbe, les lettres x, y, z euaux 
lettres 1 |, yj, £ et $, on arrivera immediatement au theorfeme que nous 
allons enoncer. 

Th£or£he VII. — iktant proposies deux courbes qui se touchent en un 
point, si Von considire les coordonnees x, y, s de chacune d' elles comme 
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des fonctions de I’arc s pris pour variable independante, et si l’ on suppose 
cet arc compti sur chaque courbe de telle manie're quil se prolonge dans le 
mime sens pour les deux courbes au dela du point de contact; non sett- 
lement, pour le point dont il s'agit, les variables x, y, z, et leurs dernees 
du premier ordre 

dx dy ds 
ds’ ds’ ds’ 

ne changeront pas de valeurs dans le passage de la premiire courbe a la 
seconde, mais il en sera encore de mime des derivees successives 

d 1 x d?x _ d?y cPy # cPx d 3 s 

ds 2 ’ ds 3 ’ ’ ds* ’ ds 3 ’ 1 ds % ’ ds* ’ ’ 

jusqu’a celles dont V ordre sera indique par le nombre enlier igalou imme- 
diatement superieur d l’ ordre du contact. Celles-ci seront les demiires qui 
rempliront la condition enoncee, en sorte que les Irois suiv antes, ou au 
moins V une des trois, changeront de valeur quand on passera d'une 
courbe a V autre. 

Corollaire I. — Si les deux courbes ont entre elles un contact de 
l’ordre n, n d^signant un nombre entier, alors, dans le passage de la 
premiere courbe a la seconde, chacune des quantites 


dx d*x d n x 

x ' S* dP’ •••’ SF* 

dy d*y d n y 

W d^’ •’ W 

ds d n s 

s ’ ds’ ds*’ rfs" 

conservera la m6me valeur pour le point de contact, tandis que chacune 
des trois derivees 

d a+l x d n+t y d a+ yz 
(47) ds'* 1 ’ dp**’ ds n+ A> 

ou au moins l’une des trois, prendra une valeur nouvelle. 
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On pourrait aisbment revenir du theorbme VII aux tlieorbmes IV 
et V. On pourrait aussi en deduire generalcment les conditions aux- 
quelles doiventsatisfaire les derivees des coordonnees de deux courbes 
quelconques pour que ces deux courbes aient entre elles un contact 
d’un certain ordre, dans le cas oil 1’on prend pour variable indbpen- 
dante, non plus l’abscisse x ou Parc*, mais une fonction quelconque 
des coordonnees x,y,s. Toutefois, comme, pour y parvenir, il suffirait 
d’avoir recours h un changement de variable independante, nous ne 
nous etendrons pas sur ce sujet, qui ne presente aucune difficulty 
reelle, et nous passerons immediatement a l’exposition des principes 
qui nous paraissent devoir etre adoptes dans la theorie des contacts 
des surfaces courbes. 

. Considerons deux surfaces qui se touchent en un point donne P. Si, 
par le point P, on mene un plan normal aux deux surfaces, les deux 
lignes d’intersection seront tangentes Pune a l’autre; et, si Pon fait 
tourner ce plan autour de la normale, les deux lignes dont il s’agit 
changeront en general de position et de forme. Quant au nombre qui 
represented Pordre de contact de ces deux lignes, il pourra, ou de- 
meurer toujours le meme, ou changer de valeur avec la position du 
plan normal. Or, ce nombre, quand il est invariable, ou sa valeur 
minimum, dans le cas contraire, sert h mesurer ce qu’on appelle P ordre 
de contact des deux surfaces. Soit a cet ordre, et supposons que, les 
deux surfaces etant coupees par un plan normal quelconque, c’est- 
a-dire par un plan qui renferme la normale commune, on nomine Q, 
R les points oh les courbes d’intersection, prolongees dans un certain 
sens, sont rencontrkes par un arc de cercle decrit du point P comme 
centre avec un rayon tres petit designe par i. Si Pon considere ce rayon 
comme infiniment petit du premier ordre, la distance QR, variable 
avec la position du plan normal, sera elle-mSme une quantite infini- 
ment petite, d’un ordre marqu6 par un nombre constant ou variable 
dont a -f - 1 representera la valeur unique ou la valeur minimum. 

Concevons maintenant que, par le point Q situe sur la premibre 
surface, on mfene une secante parallele k une droite qui forme avec le 
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plan tangent commun aux deux surfaces un angle o sensiblement dif- 
ferent de z6ro, raais inferieur ou tout au plus egal a et que cette 
secante coupe la seconde surface en S. Dans le triangle QRS, It* 
c6te RS, sensiblement parallele au plan tangent, puisqu’il seracompris 
entre deux points de la seconde surface trbs rapproclies du point de 
contact, formera evidemment avec les cdtes QR, QS des angles finis, 
dont le premier diff6rera tres peu d’un angle droit, tandis que le second 
sera egal ou superieur a o. Done, si l’on designe par I une quantite 

infiniment petite et par A un angle compris entre les limites § et 
on aura 



Or il resulte de cette derniere formule que la distance infiniment 
petite QS sera, pour toutes les positions du plan normal, de meme 
ordre que la distance QR. De plus, corarae le rapport entre laperpen- 
diculaire abaissee du point P sur la droite QS ou sur son prolonge- 
ment, et le rayon vecteur PQ = i, sera equivalent au sinus de Tangle 
PQS forme par la droite QS avec une droite PQ sensiblement parallele 
au plan tangent, et par consequent une quantite finie differente de 
zero, cette perpendiculaire sera evidemment une quantite infiniment 
petite du premier ordre. De ces diverses remarques on deduit imme- 
diatement la proposition suivante : 

Theor£me YIII. — L' ordre de contact de deux surfaces qui se touchent 
en un point donni P est inferieur d'une unite d la valeur unique ou d la 
valeur minimum du nombre qui represente l' ordre de la distance infini- 
ment petite comprise entre les points Q, S ou elles sont rencontrees par 
une secante qui forme avec le plain tangent commun a ces deux surfaces 
un angle sensible, lorsque l’ on considere la distance du point de contact a 
la secante dont il s’agit comme un infiniment petit du premier ordre. 

Supposons que Ton ait mene par le point P un plan quelconque 
qui forme un angle sensible avec le plan tangent. Ce plan eoupera les . 
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deux surfaces suivant deux nouvelles courbes. De plus, on pourra 
concevoir que la secante ci-dessus mentionnee coincide avec une droite 
comprise dans ce m6me plan; et alors, en comparant le theorfeme pre- 
cedent au tbeoreme III, on etablira sans peine une proposition que 
nous allons enoncer : 

Theorize IX. — Lorsque deux surfaces ont entre elks en un point 
donnd un contact de I'ordre a, lout plan normal ou oblique, qui forme un 
angk sensible avec le plan tangent commun a ces deux surfaces, les coupe 
suivant deux courbes qui ont entre elks un contact de I'ordre a ou d’un 
ordre superieur. 

11 importe d’observer ici, non seulement que les sections faites dans 
les deux surfaces, par un plan normal ou oblique qui renferme le 
point commun, peuvent avoir entre elles un contact d’un ordre beau- 
coup plus eleve que le nombre a, mais qu’elles peuve t memo, dans 
certains cas, se confondre entierement l’une avec l’autre. Alors le 
nombre qui represente I’ordre de contact des deux sections prcnd une 
valeur infmie. Ajoutons que ces deux sections se reduisent quelque- 
fois a une seule droite. On peut offrir pour exemple la gen^ratrice 
commune a deux surfaces coniques ou cylindriques qui se touchent en 
un point donne. 

Si les deux surfaces sont representees par deux equations entre les 
coordonnees rectilignes x, y, z, et si le plan tangent mene par le point 
commun n’est pas sensiblement parallele a l’axe des s, alors, en sup- 
posant la secante QS parallele a ce meme axe, on deduira immediate- 
ment du theoreme VIII la proposition suivante : 

TheorRme X. — Pour obtenir I’ordre de contact de deux surfaces qui 
se touchent en un point oil le plan tangent nest pas parallek a l’ axe 
des s, il suffit de mener une ordonnee iris voisine du point de contact et de 
chercher la valeur unique ou la vakur minimum du nombre constant ou 
variabk qui represente I’ordre de la portion infin iment petite d' ordonnee 
comprise entre les deux surfaces, dans k cas ou Von considere la distance 
du point de contact a, I’ordonne'e comme inf niment petite du premier ordre. 
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Celte valeur unique ou cette valeur minimum, diminy.ee d'une unite, 
indique I’ordre du contact. 

Corollaire I. — Soient 


( 48 ) 

( 49 ) 


-=/(•*,.>')> 
s = F(x,y) 


les equations des deux surfaces. Elies auront un point commun corres- 
pondant k un systeme de valeurs donnees des variables x, y, et en ce 
point un plan tangent commun, non parallele a l’axe des s, si, pour 
les valeurs proposees de x, y, les formules ( 48 ) et (49) fournissent des 
valeurs egales et finies, non seulement de l’ordonnee s, mais encore 
de ses derivees partielles p= q = en sorte que les equations 


(5o) f(,x,y)=H(x,y) 

et 

,K \ d/(x,.Y) _ <?F(ay, r) df(x,y) _ j) 

’ dx dx ’ dy dy 


soient verifiees, etque les deux membres de chacune d’elles conservent 
des valeurs finies. Dans cette hypothese, la difference 

(3a) F (x,y)—A*,y), 

qui s’evanouira pour les valeurs de x et de y relatives au point com- 
mun, deviendra infiniment petite quand les variables x, y recevront 
des accroissements infiniment petits Lx, A y; et, si I’on considere la 
distance 

( 53 ) + 

comme etant un infiniment petit du premier ordre, l’ordre de la quan- 
tity infiniment petite qui represented la nouvelle valeur de 

V(x,y)— A*,y) 
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surpassera d’une unite 1’ordre de contact des deux surfaces. 11 importe 
d’ailleurs d’observer que l’expression (53) sera une quantite infini- 
ment petite du premier ordre, si chacun des accroissements Ad?, A y 
est un infiniment petit de cet ordre, ou si l’un d’eux est du premier 
ordre, 1’autre 6tant nul ou d’un ordre supericur. 

CoroUaire II. — Si Ies deux surfaces se touchent cn un point de 
I’axe des a, mais de maniere que cet axe ne soit pas renferme dans le 
plan tangent mene parle point de contact, il sufifira, d’aprfcs ce qu’on 
vient de dire, pour determiner l’ordre du contact, de chcrcher le 
nombre qui indiquera l’ordre de la difference F(d?, y) — f(x,y) t en 
considerant les deux variables x, y comme des infiniment petits du 
premier ordre, et de diminuer ce nombre d’une unite. En operant 
ainsi, on reconnaitra que les quatre surfaces representees par les quatre 
equations 

3 = 3,‘ S +J*, sz=x* + y\ z = x s -hy 3 , . - = 

ont toutes entre elles, a l’origine des coordonnees, un contact du pre- 
mier ordre, tandis qu’au meme point les deux surfaces 

Z = X n y ,l 7 z == x n +- 1 -f. y n ~ M 

ont un contact de l’ordre n , et les deux surfaces 

A I . K 

z = x*+y 3 , 5 = - 4 - y x 

un contact de l’ordre 7—1 = 7. 

4 4 

CoroUaire III. - Supposons que les surfaces (47) et (48) aient un 
point commun correspondant aux coordonnees x, y, et cn ce point un 
plan tangent commun, non parallCle a I’axe des s, avec un contact de 
1 ordre a. Soit dailleurs n le nombre entier Cgal ou immCdiatement 
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superieur a «. La difference 

(54) F(x,r)— /(•*, r) 

s’evanouira; et, si Ton designe par A x, A y des accroissements infmi- 
ment petits du. premier ordre attrihues aux coordonnees x, y, I’ex- 
pression 

(55 ) F (x + Aar, y -+- Ar) — f{x -+- A x,y -+- Ar) 

sera (en vertu du corollaire I) un infiniment petit de l’ordre a-+- 1 . 
D’ailleurs, pour que les accroissements Aa?, Ay soient infiniment petits 
du premier ordre, il suffira de prendre 

( 56 ) A*r = a dx, A y = & dv, 

en designant par a une quantite infiniment petite du premier ordre, 
et en donnant aux differentielles dx, dy des valeurs finies. Alors 1’ex- 
pression (54) se presentera sous la forme 

( 57 ) Y(x-\-x dx, y + a dy) — f(x -+- a dx , / + « dy). 

Done, si l’on considcre la variable a comme infiniment petite du pre- 
mier ordre, l’expression (5y) sera, dans I’hypothese admise, un infini- 
ment petit de l’ordre a -hi, quelles que soient d’ailleurs les valeurs 
finies attributes aux differentielles dx et dy. 

Concevons maintenant que l’on pose, pour abreger, 

( 58 ) T{x-+-«dx,y-hxdy)—f(x+<xdx,y-htxdy)=.<]>(x). 

En vertu de ce qui a ete dit (p. 1 85), ^"-^(a) sera la premibre des 
fonctions 

4>(a), !}''(*)> 'K( <x )> ••• 

qui cessera de s’bvanouir avec a; en d’autres termes, ^ n+,) (o) sera la 
premibre des quantiles 

«|/(o), <K( 0 )> ^(°)> ••• 
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qui obtiendra une valeur differcnte de zero. On aura done 

(Op) 6(o) = 0, (}/(o)=0, 4)''(0) = 0, .... <jj<”>(o) = 0. 

D’ailleurs, en ayant egard aux principes etablis dans la XIV e Lceon de 
Calcul infinitesimal, on trouvera 

’ + (°) = F(^.r) — f(*,y), 

•V(o) =zdh'(x,y) — df{x,y), 

(6°) <K(o) =rf 3 F(dJ,/) — d*f(x,y), 


l z=d tt F(x,y) — d ,l f(x,y). 

Done on aura, pour le point commun aux deux surfaces, 

/ F (•*>/) = f(x>y), 

1 dF(x,y) = d f(x,y), 

(60 l d'F(x,y) = d i f(x,y), 


v ^"F (x>y) = d n f(x,y) 

ou, ce qui revient au meme, 


(6a) 


F(*,r) =/(&, y), 

=^z)^ + s £^3 *. 


Ces derniferes formules, devant subsister, quelles que soient les valeurs 
finies attributes aux difFerentielles dx, dy, entraineront tvidemment 
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F{x,y)—f{x,y), 


dx 

d*F(x,y) 

_ d/(.r,r) 
dx 5 

_d i f(,x,y) 

<?F(;r, r) 

dy 

d*F(a?,,r) 

d f(x,y) 

~ dr ’ 

d 1 f(x,y) 

d*F(x,y 

) d'-f(x,v) 

dx* 

dx 2 ’ 

dx dy 

dx dy } 

dy 3 

dy 2 ' 

d n F (x,.v) 
dx tl 

_ d n /(x,y) 
dx n ’ 

r) 

dx' l ~ l dy 
d n F(;», i r) 

_ d 3 f(x,v) 
dx"- 1 dy ’ 

_ d n f(x,y) 

d'F(i v,.v 

) d\fix,y) 



dx dy n ~~ l 

dx d/"- 1 9 

dy n 

dy n 


Par consequent, lorsque deux surfaces se touchent en un point oil le 
plan tangent n’est pas parallfele a 1’axe des z, non seulement, pour le 
point dont il s’agit, 1’ordonnee s, consideree comme fonction des deux 
variables independantes x, y, et ses derivees partielles du premier 
ordre, savoir 


( 64 ) 


Hz dz 
~dx ’ dy’ 


ne changent pas.de valeurs, dans le passage de la premiere surface a 
la seconde; mais il en est encore de m6me des derives partielles 


I 

1 dx 1 ’ dxdy’ dy- ’ 

( 6 5 ) < (Ps d*z <Ps 

I dx 3 ’ dx ' 1 dy ’ dx dy ' 1 ’ 


d 3 s 

dy 3 ’ 


jusqu’a celles dont l’ordre coincide avec le nombre entier egal ou imm6- 
diatement superieur k I’ordre du contact : en d’autres termes, si l’on 
designe par n ce nombre entier, I’ordonnee s et ses difF6rentielles 
totales des divers ordres jusqu’a celle de l’ordre n, c’est-a-dire les 
quantites 

s, ds, d*s, d n ~ l s, d*s, 

GEuvrcs de C* — S. II, t. VI. 


( 66 ) 


32 
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conserveront les memes valeurs dans le passage de la premiere surface 
k la seconde, quelles que soient les valeurs assignees aux differen- 
tielles dx, dy des variables independantes. 

CoroUaire IV. — Si, les deux surfaces ayant un contact de l’ordre a, 
leplan tangent commun devenait parallele a 1’axe des z, alors, en attri- 
buant aux valeurs des coordonnbes x, y, qui so rapportent au point de 
contact, des accroissements infiniment petits du premier ordre, on ne 
trouverait pas generalement pour les valeurs correspondantes de la 

difference 

V(x,y)—/(x,y) 

un infiniment petit de l’ordre a -hi. Neanmoins, on pourrait encore 
determiner 1’ordre du contact par la methode dont nous avons fait 
usage, en substituant 1’une des variables x, y a la variable z. Ainsi, 
par exemple, pour montrer que les deux surfaces 

s=x , (i—y*)^, s = x T, (i — y 3 ) x , 


qui touchent a 1’origine le plan des y, z, ont en ce point un contact 
du second ordre, il suffira d’observer que leurs equations resolues par 
rapport a x prennent les formes 



X — 


i— y 3> 


et que la difference 

s* s > 

i—y* ~ i —y % 


est un infiniment petit du troisibme ordre, quand 1’on consid&re y et 
s comme des infiniment petits du premier ordre. Quant k la difference 
F (x,y) —f(x, y), elle se reduit dans cet exemple k 

— y l ) x — x* (i — y*)* , 

et lorsque Ton considbre x etjy comme des infiniment petits du pre- 
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mier ordre, elle est une quantite infiniment petite, non plus du troi- 
sibme ordre, mais de l’ordre ^ seulement. 

Corollaire V. — Lorsque le plan tangent commun aux deux surfaces 
n’est pasparallfele kl’axe dess, etque l’ordre du contact estun nombre 
eutier, il suffit, pour determiner cet ordre, de chercher quelle est la 
dernifcre des equations 

(67) F (x,y)=f(x,y), dF(x,y)—d/(x,y), d i F(x,y) = d i /{x,y), .... 

qui se trouve verifiee pour le point de contact, independamment des 
valeurs attributes aux differentielles dec, dy des variables indepen- 
dantes. L’ordre des differentielles totales comprises dans cette dernifcre 
equation sera precisement l’ordre demande. 



APPLICATION 


DU 

CALCUL DES RtiSIDUS 

a l’int^gration 

des Equations mff£rentielles lin£aires 

ET A COEFFICIENTS CONSTANTS. 


Concevons d’abord qu’il s’agisse d’integrer F equation differentielle 


(<) 


d n v d n ~ 1 y d n ~ 1 y dv 

d^ +a 'd^ + <*«■>' = O' 


a lt a.>, .... a n _ t , a n designant des coefficients constants; et faisons, 
pour abreger, 

( 2 ) F ( r) = /■» 4 - a x r"- 1 + a t r n ~ 3 ■+■ . . . + a n ^ x r +. a n . 

II est clair que, pour verifier 1’equation (i), il suffira de prendre 


(3) 


v— r &£1 
7 -0((F(r)))’ 


?( r ) designant une fonction arbitraire de rqui ne devienne pas infinie 
pour des valeurs de r propres a verifier la formule 

(4) F(r) = o. 


Effectivement, si 1 on substitue la valeur precedente de y dans le pre- 
mier membre de 1 Equation (i), ce premier membre se trouvera r k- 
duit a 


( 5 ) 


r F(/-) <p(r)e r * 
<>“((F(r))) “°- 
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D’ailleurs, les vaieurs de <p(r), o '(r), ..., qui correspondent aux di- 
verses racines egales ou inegales de l’equation ( 4 ), pouvant etre choi- 
sies arbitrairement, il est aise de reconnaitre que la valeur de y, ' 
fournie par l’equation (3), renfermera un nombre n de constantes 
arbitraires. Done, l’equation (3) sera l’integrale generate de l’equa- 
lion (i). 

Considerons maintenant l’equation differentielle 


( 6 ) 


d’ l y i ^ d’ l ~ l r t __ d ,l ~-y 
dx n a ‘ dx' l ~ l a ~ dx' 1 -* 


.+ 


a n-l 


dy 

dx 


+ a «J=/(- r )- 


On posera 
( 7 ) 


„ x)e'' x 
7 C' ((F(r))) ' 


Pour que les derivees de cette derniere valeur de y, depuis la derivee 
du premier ordre jusqu’a celle de 1 ’ordre n — i, conservent la forme 
qu’elles prendraient si I’on remplagait ^(r, a?) par il suftira d’ad- 
mettre que l’on a, pour toutes les vaieurs entieres de m inferieures 
a n — r ? 


(8) 


r r» 

o* dx U*V))) 


Ajoutons que, si cette condition est remplie, on tirera de 1’ equation ( 6 ), 
en y substijtuant la valeur de y donnee par la formule ( 7 ), 


( 9 ) 


i£> 

Cx dx 


r n~ 1 

Pwi] 


=/(*)• 


Toute la question se reduit done a determiner la fonction a?) de 
maniere qu’elle verifie les equations ( 8 ) et ( 9 ). Or, comme on aura 
generalement [en vertu de la formule (63) de la page 36], et en pre- 
nant m<^n — 1 , 

r r ' n 

(i°) <^((*V))) - °’ 


(u) 


L 


((F(r))) 


1 , 
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il est clair que les conditions (8) et (9) seront remplies si Ton suppose 


( 12 ) 

(i3) 




i}/(r, x) =y e~ rs /(z) ds + 


x 0 designant une valeur particulibre de x et <p(r) une fonction arbi- 
traire de r. Par suite, liquation (7) donnera 


04) 


J' e r( - x ~ 3 > /(a) ds 


y ~"<^«F(r)))^0 UF(r))) 


Cette derniere formule est p.recisement l’integrale generate de li- 
quation (6). 


Exemple. — Si liquation (G) se reduit a 
(i5) 


d 2 y dv . 


on trouvera F(r) = (r — i) a , et la formule ( 14 ) donnera 


f e 1 ' (*-•=) y(s) ds 


( 16 ) 


_y 9 (r)e>'* , f J r , 

(((/•-i)*)) + ° (((/--I).. 

= e»[<p'(i)-l-a;<p(i)34- J (x - z)e*~* f(s)ds. 


On aura done, en designant par ©, s' les constantes arbitraires <p(x), 
?'(*)> 

07) y=(e'+ex)e*+ f (x — z ) «*-=/(«) <&. 

On voit par cet exemple avec quelle facilite Ie calcul des residue 
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s’applique a Integration des equations (i) et (6), lors meme que 
l’equation (4) a des racines egales. 

Nous montrerons, dans un autre article, les avantages que presentent 
les fornaules ( 3 ) et (1/4), relativement & la determination des constantes 
arbitraires. 



SUR LES LIMITES 

PIACEES A DR01TE EX A GAUCHE DU SIGNE l 

DANS IE CALCUL DES RESIDUS. 


Soient x, y deux variables reelles. Soient de plus 
(i) z — x +y\J — i 

une variable imaginaire, et /(s) une fonction quelconque de En 
vertu des conventions adoptees (p. 28), la notation 

(*) Y ((/(«))) 

*0 yo 


represented le residu de la fonction f(z) pris entre Ies limites a? — x 0 , 
x — X,y=y 0 ,y = Y, c’est-k-dire la somme des residus de f{s) rela- 
tes aux racines de 1’equation 


dans lesquelles la partie r6elle demeure comprise entre lcs limites x$, 
X, et le coefficient de entre les limites y e , Y. 

Concevons maintenant que, <p(a?, y) et%(ac, y) designant deux fonc- 
tions reelles des variables x, y, on veuille indiquer la somme des r6si- 
dus de/(s) correspondants a celles des racines de liquation (3) que 
Ton peut deduire de la formule 

(4) s=.y{x,y) i x{x,y), 

en attribuant a la variable x des valeurs qomprises entre les limites 
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x 0 , X, et k la variable/ des valeurs comprises entre les limites v„, Y. 
Alors nous ferons usage de la notation 

(5) 
ou 
t6) 

a la suite de laquelle nous placerons entre deux crochets liquation (4), 
que nous nommerons V equation caracteristique, parce qu’elle caracte- 
rise la relation etablie entre la variable imaginaire = et les variables 
reelles x, y qui ne doivent pas depasser les limites exprimees dans la 
notation (5) ou (G). Ainsi, par exemple, la notation 

(7) ((/(*))), [- = e*(cos/ -+- sin/)] 

indiquera la somme des r6sidus de f[s) relatifs a celles des racines de 
l’equation (3) que Ton deduit de la formule 

(8) s = e x (cosy 4- \f—i sin/ ), 

en attribuant 'a x des valeurs intermediaires entre les quantites x 0 , X, 
et a / des valeurs intermediaires entre les quantites Y. Ajoutons 
que les variables reelles et la variable imaginaire pourront etre repre- 
sents indifferemment soit par les lettres x, y, z, soit par d autres 
lettres arbitrairement choisies. Par consequent, on pourra employer 
la notation 

(9) r=a £ P=P ((/(*)))> [^/-(cosp + v/^Tsin/?)] 

r=r 0 p=/?o 

pour exprimer la somme des residus de/\s) relatifs a celles des racines 
de l’equation (3) que Yon deduit de la formule 

(10) z = r (cos/> H- \/ — i sin;), 

en attribuant a la variable r supposee reelle des valeurs comprises 

QEuvres de C. — S. II, t. VI. 


x=\ v=Y 

£ ((/(-))) 
2'=*o y=y,i 


r = Y x=x 

£ ((/(•=))), 
r=y o ^ 
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entre les limites r 0 , R, eta la variable p supposee r6elle des valeurs com- 
prises entre les limites p 0 , P. 

II est bon d’observer que, dans les notations (7), (9) on peut 

echanger entre elles, comme on l’a fait en passant de la notation (5) h 
la notation (6), les lettres placees a droite et a gauche du signe £, et 
destinees a indiquer les variables belles ainsi que leurs limites. 

Lorsque I’equation caracteristique se r6duira simplcment h la for- 
mule (1), nous remplacerons, comme nous l’avons fait jusqu’h pr6sent, 
la notation (5) ou (6) par la notation (2), dans Iaquelle les limites pla- 
ces a gauche du signe £ indiqueront toujours les valeurs extremes 
de la partie reelle de la variable s. 

Lorsque Tequation caracteristique se reduit a la formulo (10), et 
que la variable r demeure positive entre les limites r 0 , R, cette variable 
est pr6cis6ment le module de Pexpression imaginaire designee par la 
Iettre s. Dans ce cas particular, auquel se rapportent des formules 
dignes de remarque, et qui merite une attention spccialo, nous rem- 
placerons, pour abreger, la notation (9) par la suivante 


(n) ■ 


IK) 

(r.) 


£ ((/(*))), 

(Po) 


dans Iaquelle les limites placees entre parentheses a la gauche du 
signe £ indiqueront toujours les valeurs extremes du module de la 
variable imaginaire 5. Comme, pour obtenir toutes les valeurs possibles 
de cette m$me variable, il suffit de faire varier, dans la formule (10), 
Ie module r entre les limites r = o, r = 00 , et Tangle p entre deux 
limites de la forme p =/> 0 , p = P +. aWf il est clair quo le residu 
integral d e/(s) pourra etre design^ par la notation 


( 12 ) 


(*) ^(PoH-aTC) 

«/<*»>. 


qui se riduit, ioraqu'on prend/>, = - *, k la suivante : 
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£((/(-)))= m £ ’({/(*)))=“£* «/(-’))>• 


On aura, en consequence, 

04) £« /(=))) =_n_y. 

On trouverait de la m6me maniere 

05) V ((/(-))) = 


o (eej (0) 

£. ((/(-)))= £ ((/(-))), 

as /ft 


» « (*) 

£ ((/(-)))= X ((/(=)))> 


o 00 (*) f^r) 

r «.)#=; «/<*»), 




Admettons encore que 1’on veuille indiquer la somme des residus 
de /(-) correspondants a celles des racines de l’equation (3) que .1’on 
peut deduire de la formule (4), dans le cas ou Ton prend pour x et v 
des coordonnees rectilignes de points situes dansle plan des x,y entre 
deux courbes et deux droites representees par les quatre Equations 


( 19 ) 

j=f(a?), 

(20) 

/■— s 

II 

( 21 ) 

X — Xq 9 

(22) 



deux suivantes : 


x=X r=F {x) r -I 

(23) / ({/(=))), [s = ?(*,/) 4- s/-‘%(^>7)J> 

.r=x 0 w ,y=f(ar) 

y=F (x) x = X r i ■ . ~i 

(24) £ ((/(*))), [3 = <P(^j)+V /:r '%(^7)J- 

Ces dernieres se presen teront elles-memes sous les formes 

x=x ((/(3)))> [ 5==<p (x,y)-h\T^lx{x,y)\ 


( 20 ) 
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ou 

(26) ((/(-)))> 0 = 9 (^, 7 ) + s/“ %(«,/)], 

y=y 0 K ^x=.r 0 

si l’on pose, pour abreger, f(a?) = y 0 , F(.z) = Y. Par consequent, Ie.s 
notations (5) et (6) peuvent etre etendues a des cas dans lesquelsj,, et 
Y designent des fonctions de la variable x, tandis que x 0 et X conti- 
nuent de representer des quantity constantcs. Si Ton supposait, au 
contraire, que x 0 , X designent deux fonctions i(y), F(j) de la va- 
riable y, ety a , Y deux quantites constantes, chacune des notations 

(27) £ (( /(*)))» [5 = 9 (#,7) -1- vZ—^xC^.j)], 

r=t(y) =y 0 

(28) y £ ir \(f(s))), [3 = ip (&, y) H- \/— "i y^{oc,y )] 

y=j 0 ^=f(j) 

exprimerait la somme des residus de f{z) correspondants a celles des 
racines de l’equation (3) que 1’on peut deduiro de la formulc (4), dans 
le cas oil l’on prend pour x et y des coordonnees relatives a des points 
situes dans le plan des x, y t entre deux courbos et deux droitcs repre- 
sentees par les quatre equations 


( 29 ) 

£C-i(y), 

(3o) 

x = F(y), 

(3i) 

II 

O 

(32) 

7=Y. 


D’aprbs les conventions que nous venons d’adopter, il est facile de 
voir ce qu’exprimeraient les notations (a3) ou (24), et (a5) ou 
(26), si 1’on considerait les variables reelles x, y ou r, p, ... 
comme representant, non plus des coordonnees rectilignes, mais des 
coordonnees d’un autre genre. Ainsi, par exemple, si l’on designe par 
r et p des coordonn4es polaircs, c’est-k-dire, le rayon vecteur inene 
d un point fixe k un point mobile, et I’angle forme par ce rayon vec- 
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teur avec un axe fixe, on reconnaitra sans peine que la notation 


r=F[p) p-P 

(33) ,=r (p) \-= = 9(P,r) + ^l X (p,r)] 

exprime la somme des residus de /(s) relatifs a celles des raeines de 
liquation (3) que l’on peut deduire de la formule 

(34) ~=°(P> r )-+-\f :r iy.(P:r), 


dans le cas oil Ton prend pour r et p les coordonnees polaires de points 
situes dans un plan fixe entre deux courbes et deux droites represen- 
tees par les quatre equations 


(35) 

(36) 

(37) 

(38) 


>‘ = f (P), 
r = F(p), 

P ~PQ, 

P = P. 


Au contraire, la notation 


j*=R p=F(rl 

( 3 9) /, ((/(*)))> [* = <?(/>. r)+v/— ix (/>,/■)] 

r=r 0 '-'p=t(r] 


exprimerait la somme des residus de /(s) relatifs a celles des raeines 
de l’equation (3) que 1’on peut deduire de la formule (34), en prenant 
pour ret /» les coordonnees polaires de points situes dans un plan fixe 
entre deux.cercles et deux courbes represents par les quatre equa- 


tions 


(4o) 

r = r Q , 

(40 

a 

II 

N 

(4a) 

P=Hr), 

(43) 

P= F(r). 


Lorsque liquation (4) se reduira simplement a la formule ( 1 ), nous 
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remplacerons, pour abreger, les notations (23) et ( 27 ) par les sui- 
vantes 

X. 

(44) £ ((/(a))), 


(45) 


f(r) 


£* ((/(*))), 

y* 


dans lesquelles nous placerons toujours, k la gauche du signe les 
limites de la partie r 6 elle de la variable z. 

De meme, lorsque l’equation (34) se reduira simplement a la for- 
mule ( 10 ), nous remplacerons les notations (33) et (3 q) par les sui- 
vantes : 


(46) 

(47) 


[F(p)l <I>) 

£ <(/(-))). 

iup)]^p a ) 


(») „[!(/•)] 

L,.. «/<->». 


(ro^mr)) 


dans lesquelles nous placerons toujours, k la gauche du signe £ , les 
limites du module de la variable s. 

Les principes que nous venons d’exposer sont immediatement appli- 
cables a la transformation des rSsidus pris entre des limites donnees, 
dans Ie cas oil Ton opkre un changement de variable iftdependante. 
Ainsi, par exemple, si Ton suppose que les variables imaginaircs z et t 
soient liees entre elles par l’equation 

(48) « = 


et qu’a chaque valeur de % corresponde une valeur de t, on aura, en 

yertu des mkmes principes, et de ceux que nous avons pr 6 c 6 demment 
etablis (p. 214 et suiv.), 




£„ <( /<*)»= ((/rtf*)] wo »■ 


(49) 
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1 ’ equation caracteristique, relative aux variables x, y, t, etant 

( 50 ) = 

Concevons en particulier que represente une des valeurs de s pro- 
pres k verifier la formule 

(51) t = e z , 
et soit en outre 

(52) /(-) = e= l'(e-). 

On aura 

(53) = g = 
et la formule ( 4 p) donnera 

(54) X £ Y ((e 5 f(e=))) = " -X £, r_l ((f(0)), [t = e*+rS=~'] ; 

.T 0 y 0 x = -^o y=yo 

puis, en posant, pour plus de commodity 

(55) e*=r, e**=r 0 , e x =R, y—P, yo=Po, Y = P, 

on trouvera 


(56) ((«* f(« 3 )))= £ «f(0))» [?=r(cosi>-t-v/ = ^sin/>)], 

JCo Yo j-=r« w B = n« 


; '-= R r P= t 
r-r Q ^p-po 


ou, ce qui revient au m§me, 

X _Y 


(5 7 )' 


r (( e z f(e s ) )) = lR ’ < r' P ’ ((f(O)). 

x.'-'yo 


A Vaide de l’kquation [S']), on deduira sans peine de la formule (i i) 
(p. 126 ) de nouveaux resultats dignes de remarque. En effet, si, dans 
la formule dont il s’agit, on pose /(s) = e z f(e s ), on en tirera 



[e x (’(ex+y\F‘) — e*i f^o +W- 1 )] dy 

[ e YvPI ,/=!)_ e y,J=i f (e aM -r.\' rr )]e*rfd? = 


£* ((«=f(e s ))); 

■ u 
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2Ci 

puis, en ayant egard aux Equations (55) et (5j), on trouvera 

, r p _ ■ _ 

1 V — i / [R f(ReW-‘) — r 0 ((r 0 eP'J- l J]eP'J- i dp 

) Jpo 

j (R) (jp) 

/ — (( reP '?- l ) — eP^- 1 ((rePJ- l )~\ dr = 2 n\/—i X (((•(*))). 

«■■/•„ * ( ; 'o) i^o) 

La formule (5g) suppose 6videmment que la fonction 
(60) f(rePJ-i) = |’[/'(cos j p -+- \J — i sin />)] 

\ 

conserve une valeur unique et determine, tant qu’elle ne devient pas 
infinie, au moins pour toutes les valeurs reelles des variables r, p 
comprises entre les limites r = r 0 , r= R, p = p 0 , p — P. Si Ton pose 
dans la meme formule 


/‘ 0 =O, R = I, P — O, P = 7T, 
on obtiendra la suivante : 


(6!) v^T f eP'J- 1 1 ieP'T 1 ) dp+ f [f(r) - f(- /•)]<*/•= a it y/-i ‘ | ’(<) )), 

«/ 0 (0)^(0) 

que Ton peut encore ecrire comme il suit : 


(6a)' j f eP'Fi f(W-‘) dp = yd ? J f(r)dr- 


(1) ^(Tt) 

■a« £ ((f(0»- 


Si l’on posait, au contraire, P = p 0 + ait, on aurait 


e p V-» = e pJ~ l , 


et la formule (5g) donnerait 

27C 

(63) J [Rf(ReW-i)_r 0 ^eP'f^^eP'F 1 dp= 2 n tR) r ( ' ,,+,Tt) ^ ^ ^ 


Cette dernifere, dont les deux membres ont des valeurs ind^pendarites 
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de Tangle designe par p 0 , se reduira simplement a 

(64) f [R f(Re p '/~‘) — r 0 f{r <s e p ^)]e l> '<f- i dp = 2 tc ^ C^ 1 (( f(/) )), 

si Ton prend p t = tz. Enfin, si Ton prend r 0 = o, R = i , et si Ton admet 
que le produit tf(t) sivanouisse pour t = o., on tirera de liqua- 
tion (62) 

(65) / epV=lf(W-*)^ = ait £ (( f(0 )). 


Les formules (59), (61) et ( 65 ) coincident avec des equations que j’ai 
donnees dans le Bulletin de la Societe philomathique de 1 822, dans le 
XlX e Cahier du Journal de VEcole Royale Roly technique, et dans le Me- 
in oire Sur les integrates definies prises entre des limites imaginaires. II est 
essentiel d’observer qu’en evaluant Texpression 


( 66 ) 


IB) jJP) 

(r.fap,) 


(( f(<) )). 


comprise dans le second membre de liquation (59), on devra, si r 0 
n’est pas nulle, rSduire a moitie cbacun des residus relatifs aux va- 
leurs de la variable t, qui, etant propres a verifier liquation 


(67) 


f(<) 


= o. 


auraient pour module Tune des quantites positives r 0 , R, ou correspon- 
draient a Tun des arcs p 0 , P. Cist une convention que Ton est force 
d’admettre, si Ton veut. que les formules 


( 68 ) 

(69) 


IR) (P) (P) ~(P) ( R ) ~(P) 

£ ((f(0))= £ ((f(0))+ £ ((f(0)>, 

(ro)^(po) (/i)^(po) <0* {Vn) 


(B) f (P) 

{ro^ipo) 


, (R) A {GT) IK) . 

£ «f(0))= ,£, «f(0))+. £_((f(*))) 

‘ •*-' (r 0 ) ip e) 


(pJ W (po) 
(R) p(P) 

(roister) 


sitendent au cas meme oil quelques-unes des racines de liqua- 
tion (67) correspondraient soit au module p, soit & 1 arc o. De plus, 
pour que ces formules subsistent dans le cas oil la valeur numerique 

OEuercs de C. — S. II, t. VI. ^ 
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de la difference P— p a devient egale ou superieure k %, il faut 4vi- 
demment sapposer que la notation (66) represente alors la somme des 
residus relatifs aux divers systemcs de valeurs de ret de/> qui rendent 
l’expression imaginaire 

(70) ^/‘(cos/J-Hv/^isinp) 


propre a verifier l’equation (67); d’oii il suit que, dans cette somme, 
Ie residu relatif a chaque racine devra etre multiplie par le nombre m, 
s’il existe, entre les limites p 0 , P, m arcs differents correspondants a 
cette racine. Si un ou deux de ces arcs se reduisaient k 1’une des 
limites p 0 , P, il faudrait remplacer le coefficient m par m — | dans Ie 
premier cas, par m — 1 dans le second. Ainsi, par exemple, dans la 
somme representee par la notation 


(7?) 


(R) .(it) 

i .((«<).))» 


un residu relatif a une racine negative de l’equation (67) prendrait 
pour coefficient l’unite, quoique cette racine repondit a la fois aux 
deux arcs p — — it, /> = -+■ it. Ajoutons que, pour etendre la for- 
mule (56) a toutes les hypotheses que 1’on peut faire sur les valeurs 
des racines de l’equation (67), il est a propos d’exclure toujours de la 
somme representee par la notation 

(72) £ ((f(<))) 

le residu correspondant k une valeur nulle de t—e z ou, ce qui revient 
au meme, a une valeur infinie et negative de la variable s. Ces diverses 
conventions etant admises, on reconnaitra sans peine que la for- 
mule (59) continue de subsister : i° lorsque la valeur num£rique de la 
difference P— p t devient sup6rieure k 2it; 2 0 lorsque la limite r a 
s’evanouit. 

La formule (65) fait dependre revaluation de l’int6grale 
f7 3 ) / eP'R {(eP^dp 
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de la recherche des residus de la fonction f (*) correspondants a celles 
des racines de liquation 

<67) 

qui presentent une valeur numerique ou un module inferieur a l’unite. 
Elle fournit, comme la formule (33) de la page i35, les valeurs d’un 
grand nombre d’integrales d6flnies, et peut se deduire directement de 
la ineme formule, ainsi qu’on va le faire voir. 

Si, dans la formule (33) de la page i35, on pose 


(74) 


/(*> = 


i+i 


f 


f 1 -4- gy/— x \ 

lx— v/^A 


on aura 


<*> L <£3 =Dt 


dz 


27T 


■)))■ 


Si Ton substitue maintenant a la variable imaginaire 5 une autre va 
riable imaginaire t, qui soit li6e a z par 1’ equation 


(7 6 ) 

1 + S\J — I 4 

I — Z\J — I 

ou 


(77) 

T — t j 


et aux variables reelles p, r par la suivante 
(78) t = r(cos/3 + v/— Tsin/>), 


r 6tant positif, on trouvera 


(79) 


(80) 


1 — rcosp — y/— 1 rsinp 
1-4- rcosjo-i-v/— ' rsin/> 


ar smp 


1 — r 1 


(1 -f- rcos/?) 4 -H (rsin/)) s (n-rcos/>)*-+- (rstnp) 
1 dz 1 




1-h.S* dt \J— I 
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Or il resulte evidemment de liquation (79) que les diverses valeurs 
de s, dans lesquelles le coefficient de reste positif, correspondent 
aux diverses valeurs de t qui prSsentent un module /• inffirieur a 
l’unite. Par consequent, on tirera des equations (49) et (74) 



U) p(«) 


2 \J — I (0)°'(-7C 



et la formule (75) pourra etre reduite a 


Si Ton fait dans cette dernifere 

( 83 ) 5 = tang- , 

2 


on aura 


, . / — 7 C0S 7 +\/— 1 sin£ 

. (84) f + ^-i = - 2 

I -^~ I cos^ — " ’ 

2 


— 1 ^ 

i + s’ ~ 2 rf/> ’ 


cos — — v/^sin^ 

2 v a 

et Ton conclura de la formule (82) 

1851 ■ 

puis, en remplacant la fonction f(t) par le produit on retrou- 
vera la formule (65). 

L’equation (85) peut encore s’ecrire comme il suit 
(86) 

H est essentie! d’observer que, en evaluant repression 

(87> :cm> 

on devra reduire a meitid ehaeuu dee rdsidus relatifs aux valeurs de 
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la variable t qui auront 1’unite pour module ou pour valeur nume- 
rique. Ajoutons que les formules (81), ( 85 ), (86) doivent Stre res- 
treintes au cas oil le residu partiel 


( 88 ) 


L 


f(Q 

(( 0 ) 




(i — S\ 


V^)) 




s’evanouit. Si ce meme r6sidu acquerait une valeur diffierente de zero, 
alors, en excluant de la somme representee par la notation (87) le re- 
sidu correspondant a une valeur nulle de t, on obtiendrait, a la place 
des formules (81), ( 85 ), (86), de nouvelles equations, savoir 


f(<) 

((*)) 


in (*i 
(OlM- 


(9 ° f 

j 0 


:xm\- 


KW-Q + K^^ 1 ) . _ 




Enfin, si la fonction f(*) prend une valeur finie pour t = o, les for- 
mules (90) et (91) pourront etre reduites a 

(9=) fj(^)dp = ,* [f«» + "^’'^ ((?))]’ 


Nous terminerons cet article en montrant quelques applications 
des formules ( 85 ) et (92). 

Faisons d’abord successivement 


(94) 

(95) 


f(0 — f( 5 + 0> 




t a 


s designant une consfante r6elle ou imaginaire, et f(f) une nouvelle 
fonction de t qui conserve une valeur finie pour toutes les valeurs 
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belles ou imaginaires de t dont les modules sont inferieurs k l’unite. 

Les formules (85) etfoa) donneront 


(96) / t(s + er'f ri )dp = znf(s), 

7 C 

r n . — t r\ * 2 7r d n f(s) 

(97) / e-^t(s + c^)dp= I 3 3 ; - ; - • 

fc/ — 7T 

Si 1’on fait en particulier f(*) = e", on tirera de la formule ( 97 ) 


(98) 




1.2.3 ...n 


■ 2 71 


J—TZ 


et, par suite, en supposant A# = h, 


(99) 


^m x n — 1 • 2 ' 3 V . :( i /* (fl Ac ' , ' /r ’ — \)" 1 e~ np 'J^' ¥xeV ' / ' dp. 
27t «/-* 


Si, dans la formule ( 96 ), on reduit la constante s a zero, on aura sim- 
plement 

(100) / d/? == 2 tc f(o) 

•/ — 71 

ou, ce qui revient au meme, 


(toi) 



f(e*'/ ::T )+f(e-W-*) 

2 


df/? = 7 T f( 0 ). 


Concevons maintenant que Ton fasse successivement 

(I02) = 

(«*) = 

«> 

- 

s designant toujours une constante reelle ou imaginaire, et la function 
f(t) etant assujettie a la condition que nous avons indiqu^e. On tirera 
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de la formule ( 92 ) : i° en supposant la valeur numerique ou le module 
de s inferieur a l’unite, 


(io 4 ) 

f ^^—)=dp= 2*t{o), 

(100) 

r 4.= ..fWi 

/ ^ 1 — serPv- 1 
v — ti 


2 0 En supposant la valeur numerique ou le module de s plus grand 
que l’unite, 


(106) 


(107) 


1 — se-W-i 



Si la valeur numerique ou le module de s devenait egal a l’unite, alors, 
en reduisant chacune des integrates prises entre les limites — tc, -f-n 
a sa valeur principale, on tirerait des formules (85) et ( 92 ) 


(108) 


(*»9) 



f (eW- 1 ) 

— se p 





f {eP'f =l ) 
1 — se~ p 


dp =: 7 T f ($) . 


Si Ton combine, par voie d’addition et de souslraetion, les tormules 
preeedentes, on en deduira immediatement, quel que soit s 9 les valours 


des integrales 


/ 
j 0 


I — s cos/? 
i —as cos/? H-s 2 


f(eW— *) f ( e ~ p ) d p 




— -=) f(e^) dp, 

[ — ser p n/- 1 / 



ssin/? 

2SCOS/?-HS 4 


tjeP^-jjernF ») ,,, 

2 ^ — I 
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et, par suite, en ayanl egard a I’equation (ioj), les valeurs des inte- 
grates 

+ f [erP'f-i) dp 
r # a i —as cos/* -+- s* 

f (g p ^~‘) + f(e~W~) cos p dp 

'o 


f 

j 0 
/: 
/. 


2 I — 25 COS/) 4- 5 s 


n f(e’ , 'I~ l ) — f(crP)l-i) sin p dp 

a y/H7 x — 25COS/?+7 s 


On trouvera de cette manifcre : 

i° En supposant la valeur numerique ou 1c module de s inferieur a 
l’unite, 

(...) /•’ «•’■/=>) + 


dp 


. f(«) 

i— 5* 


(XII) 


f 

J 0 2 I — 25 COS/) -t- 5 s 

/* f(eW-») + f(g-W-*) cos/xfe _ ir [ i + «* . "I 

«/ 0 2 I — 25 COS/) H- 5* 25 L X — 5* ^ ^ J ’ 

I ( eP ^~~ 1 ) f(a-*/~*) sinprf/) -nr rrr L \ «„\i. 

«/ 0 a/— 1 I — 25 COS/) -I- 5 a 25 ^ ^ 


2 ° En supposant la valeur num6rique ou le module de s superieur k 
1’ unite, 

'(}) 


(112) 


(Ii3) 


dp 

J o 2 I— 25COS/)H-5 a ~' K S i — I ’ 


f r f{eP'l-') + f(e-pf r ') 

cos p dp 

7T 


Jo 2 

I — 25 COS/) -f- 5 s — 

2,? 

_5 a — I 

1 /'“fieP^-fie-pfX) 

sin/) dp 

7T 

[<0 

\J* 2^rj 

X — 25C0S/) + 5 a “ 

2$ 


3° En supposant la valeur num&rique ou Ie module de s 6gal k 
I unite, et chaque integrate reduite a sa valeur principale 

(1.4) ±1 rc r f . . _ f A 

Jo 2 I — 25 COS/) 5 a 2(x — 5 S )|_ 1 ' 5 ^ * \5 
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i cospdp _ n i-f-* 5 f f . . f /.yi r. f . 

]J Q 2 I — 2 S cosp -+- S* 4$ 1 — L ^ ' \ 5 /J 2 ' v ^ 

'l — Si *pd„ »r tM + f A')_ af(0) 1. 

\ J 0 1 \J— I I — is cosp s 1 4 $ L W J 

II cst bon d’observer que, pour tirer les formules (i 12) et ( 1 1 3 ) des 
formules (no) et (in), il suffit de remplacer s par -• De plus, si l’on 


pose s = ± 1 dans la second e des formules (11 5 ), on trouvera 

I f. M i 

1 r pi{eP^)-t{e-pf=i), 

f / tangf-i — 1 = 'rf/> = 7r[f(o) — f(— 1 )] 

l J 0 2 a \J — 1 


(116) 


f( e PsPi)_f( c -W=r) J 

- A dp = 7 r[f(i) -f(o)] ; 

2 \f — I 


Ajoutons que l’on pourrait deduire directement les equations (1 10), 
(in) et suivantes de la formule (86) ou (91) en posant successivement 

l a\' t »T 

(1 -*0(1-7) • 2± \~ i ) 


Ut) (^jV* 0 

f(o= — y — 7-’ f(o=— — - — 

(.— *o(»— £) 


Si 1 ’on posait, au contraire, 

f t± l) n 

f(t) = ft±j\ f(t), f(0= r — 

n d6signant un nombre entier quelconque, la formule (91) determine- 
rait imm6diatement quatre des six integrates 


(1 i 7) 

/*” . f(*^) + f(e-iMR)^ 

/ cos' 1 /? — — dp, 

J 0 2 

(118) 

/'^i(eP'f- i ) + fie-P'!-*) cos n pdp 

J ^ 2 I — 2 $ COSf -hS** 

(” 9 ) 

r . . t(eP^) + t(e-P^)^ 

f siQ n p - ■£-. dp, 

Jo 

OtEupres deC . — 

S.JI, t.VI. 


35 
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, '‘ K {[eP'/- l ) + i(e-P^- 1 ) sin"/? dp 

~2 I — 2SC0S/> 4-5 a ’ 


r . 

I sin"j 


f(eW -1 ) — f(e“W _I ) 

7j=Z 


— f(g-W-Q sin"/? dp 


2 I 


I — 2SC0S/?-t-S a 


savoir, les quatre premieres pour des valeurs paires du noinbre n, et 
les deux premieres avec les deux derniiires pour des valeurs impaires 
du meme nombre. 

Si, aprfcs avoir remplace, dans les formules (io4)» s par 

±sJ^T, on combine ces formules entre elles, de maniere a faire dis- 
paraitre les imaginaires, on en deduira sans peine les valeurs des inte- 
grals 




sin /?4-s 2 i 4 - 2 $sin/? 4-«* 2 


sin/? 4- s* i4- 2 $ sin/? 4~ s* 


’ , ” f(e< , N/- 1 )-+-f(e-P^ rT ) 

~ ~ 2 

l j 

''tfafn-ifcrpf D 


f ‘ 

\x — as si 


sin/? -+- s 2 i -+- as sin/? -+- s* 


- ) cos pdp, 


- / i 

CT7 \i— 2 ssin/?-f-s* i 


-+- 2Ssinp-\-s' 


cos p dp, 


et de plusieurs autres. 

On peut determiner immediatement, k l’aide des principes que nous 
venons d’ exposer, les valeurs des six integrates definies 

( r^+^Ko.p^n*), 

(137) 1 \ 2 ' 2 

[J. W=7 
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1 r ^<^-') ^ pdp =t !!E b<-.-) 

W 0 2 


1 f. 

Jf- 


2 y — i 

■ f j. wa) ^-w~) fw-r^), 

2 \/— I 2 

4, = r ['IsEHitb'EL) _ r(0) ] , 


2 y — i 


] r* t(ePf=t)-t{e-pJ=i) 
\ Jo 2 / — I 


COtjD dp = 7T £ 


f(l)+f(-l) 
2 


-f(o)]. 


En effet, on deduira les formules (127) des equations (1 1 1), en posant 
s = o, et la seconde des formules (128) ou (129) des equations (116) 
combinees entre elles par voie d’addition ou de soustraction. Ajoutons 
que, pour obtenir la premiere des integrates (128) et la premiere des 
integrates (129), il suffira de reduire la conslante$ a l’unite dans les 
integrates (i 25 ) et (126). Au reste, on parviendra directement aux 
equations (127), (128) et (129) si, dans la formule (86) ou (91), on 
remplace la fonction f(*) par i’une des suivantes : 


(f-t- j) f(f), 





Les diverses equations que nous venons d’etablir, a l’aide des for- 
mules ( 85 ) et (92), peuvent se tirer, pour la plupart, du theoreme de 
M. Parseval. Plusieurs de ces equations etaient d6ja connues et s’ac- 
cordent avec celles qui ont et6 donnees par M. Frullani, dans un Me- 
moire publie en 1819, par M. Guillaume Libri, dans le tome XXVIII 
des Memoires de VAcademie de Turin, enfin par M. Poisson et moi, dans 
le Bulletin de la Sociele philomathique de 1822, et dans le XIX e Cabier du 
Journal de TEcole Polytechnique. Si, pour fixer les idees, on reduit la 
fonction f(t) a 1’une des suivantes 


(so* ’(so- *(so- '(so 


et, si l’on remplace : i° la lettre s par la lettre r; 2 0 la variable p par 
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2 P , on deduira des formules (io 5 ), (ioC), (107), ... les resultats con- 
tenus dans la page 39 du Memoire sur les integrates definies prises 
entre des limites imaginaires. 

Lorsque, dans la formule (93), on remplace p par zp, elle donne 

(i 3 o) ~ J = l f r(o) + 111 f 1 ” 1 (( fit) )) 1 

J * 2 2 L iv t y 

(-ela pose, concevons que, f(a?) et F(a?) designant deux fonctions 
reelles et entteres de la variable x, et a une constante dont la valeur 
nuoterique ou le module soit inferieur a I’unite, on substitue a la fone- 
tion f(t), ou le rapport 


(i3i) 


.K ,+ j) 


ou 1 un des produits auxquels on parvient en multipliant ce memo 
rapport par Tune des expressions 

(^)- m- ^ 

* ’ ‘~7 U j 

Od tirera successivement (les formules (g3j et (i3o) 


(■3») rjtea jv* 1 f [;(' + 7)l ) 

Um * r' 

w . 

( l33 ) f cos *p cos ap dp - JL j BSl j_ (I1 + ^ 

- ‘ ^ i 
• 1 w la ; ' F<0) 
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. 1 

r 

|f(o) , 

a 7 T , 
2 COS — 

|F(o) 



;( 



<(((£ + 0*F 


h). 

D) 


(.36) f 

Jq 


1 f ( COS 2 jp) 

F(cos 2 p) 


1 cos p dp = 


_«i f (o) 'v 1 1; a i y[ji \ fil l 

-2jF( 0 ) w • t (( v \ i 


(£ 37 ) r.flcos^) go)i(iU m P w K * l 

J 0 F(C 0 S 2 />) ^ * a jF(o) W i.A-«. <(( F [i(<+ j)] )) | 


(l38) r i f (cosa^) lt P <^ 1 (i + <) f [a( f+ t)] j 

J 0 F(cos 2 /?) o/> * *((»[£(<+ j)])) ) 


(>39) f 

Jo 


f(cos 2 ») „ , sin «/> , 

=4 £-4 cos“ _1 p - V-— cfo 

F (cos 2 ^?) J sin/» 




r 8 f(cosa/>) 

' 4 J Q F(cosajy) siii 2 /> 


(i) («) 

(0) W (-7T) 


ii 


'f 

“ i 

2 

HI 


(((<*- 1) F 

L=« 


))' 


r i! 

F 


f(C 0 S 2 /?) I COSjP 


<5^9 


('40 


F(C0S2/>) j» 3 -t-(Icos/) : 


7T ) f(Q) I . <** r ««> 


T < 0 ) i(i) 


f[i(« + i)] 

(oemKPi' 


(£ 43 ) 



f(cosa/0 p tan gp 

F(cosa p) />*+ (1 COS/))* 


dp 


— _ 71 f ( Q ) _I L 


<D p*W) 



}H1 

■ ) 

(.+<>' (4^) i 

((^K)]))i 
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II est essentiel d’observer que les forraules (i 33), (i 34) et (i3<j) 
peuvent etre etendues a des valeurs positives quelconques dc la con- 
stante a. 

Lorsque, dans les equations precSdentes, on reduit les fonctions 
f(a?) et F(a?) a l’unit6, on en conclut 


043) 


044) 


(i45) 


046) 

047) 
( 148 ) 

049) 

(i5o) 


f cos®/) cos dp = j 
% 

f sin«j>cosa^-p)dp = £ 


n 

,2 


f .ang ? r dp=-*—, 

0 2 COS 

a 

7C 

7C 

X Uln ' , * = 3 1 (;)' 

TC 

( 1 tangp o?/3 = o, 

Jq 

C\ 0S a-i p *j™P d V"’ = ^ 

J 0 ^ sin/) ' 2“-‘ ( 0 ) o ( _„, ((/-i)) “a’ 

J 0 sin 2/3 
5 

^isi^ /** Ieos/> tc r * "> pW i ■ -jt r 1 1 

U /) s +(icos/>)* rf/> -^ = ^L I_ iw 


(i5a) 


/• 8 /) tang/) 7T 

/ yjS-l_ M OAonNS 0 /’- 


/> S H- (lcos/)) s ^ 21(a)’ 

Si 1 on posait, dans l’equatiori (i45), tang/) = a?, et si Tony remplaijait 
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a par a — i , on retrouverait une formule d’Euler, savoir, l’equa- 
tion (5o) de la page i4o. On doitau meme geomktre la formule ( 147 ). 
de laquelle.on dEduit sans peine les equations ( 146 ), ( 148 ); et, a 
M. Poisson, les formules ( 1 43), (i5i), (i5a). Ajoutons qu’on peut tirer 
la formule (r44) de l’equation ( 1 43 ), et que 1’integrale 

71 . 

f t Pdp 

J, sin ip 


a Evidemment, comme l’indique la formule (xoo), une valeur infinie. 
Quant h I’Equation ( 149 ). qu’il est facile de verifier directement toutes 
les fois que la constante a se reduit a un nombre entier, elle offre cela 
de remarquable, qu’on peut y faire varier arbitrairement la constante 
dont il s’agit, sans que Ie premier membre change de valeur. 

L’integrale (i4°) est Tune de celles dont j’ai apprisa determiner les 
valeurs dans un Memoire approuve par l’lnstitut, sur un rapport de 
M. Legendre, date du 7 novembre 1814 . Si I’on remplace i[x) par 
(1 — x*) f(a?), cette meme integrale se transformera dans la suivante : 


(i53) 



f(C0S2jP) 

F(C0S2/>) 


p sin2j» dp. 


Les equations (i 32), (r33) et suivantes supposent, comme les for- 
mules (g3) et (i3o), que l’expression (i3i) conserve une valeur finie 
pour une valeur nulle de t, ce qui arrivera necessairement si, dans la 
fraction rationnelle 

f(£) 

F(*)* 

le degre du numerateur est inferieur ou egal au degre du dknomina- 
teur. Si le contraire avait lieu, les integrales comprises dans les Equa- 
tions (i 32), (i33)et suivantes pourraient facilement se dEduire, non 
plus de la formule ( 93 ), mais de la formule ( 91 ). Ainsi, par exemple, 
si Ton prenait 

f(x) —x m et F(.*) = i, 
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m etant un nombre entier quclconque, le premier membrc de la for- 
mule (i3a) se reduirait a l’integrale 



et, pour determiner cette integrale, il suffirait de poser, dans la for- 
mule (91), 



On trouverait ainsi 


(i54) 



TC p (l -+■ f ! )"> 

2 //i O ((£»*+!)) 


D’ailleurs, le coefficient de j, dans le developpemcnt de 

(i_+ P) m _ r m 1 m ( m — 1 ) 1 

1 I t tn _I 772 

est evidemment egal a zero, lorsque m designe un nombre impair, 
ct a 

/w(m — 1).. . ^ h-x^ 


dans le cas contraire. On aura done, pour des valeurs impaires de m 9 

r n 

cos m p dp = 0 


1 . 2 . 3 . « . ( m — j)m 


et, pour des valeurs paires de m. 


(i56) f cos '™ p dp = — ..(?n — i)»t i.3.5...(w t — 1) 

^ 2 ”' (i.a... "^1.9... 1 2.4.6. ..m » 


ce qui est exact. 
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Supposons encore 

f(.v) = i — a? s , F (ic) — i . 

L’integrale (i 4 i) deviendra 

J f pcotpdp , 

o 

et sa valeur, deduite de la formule (91), sera 

r* . j *“v” <,+ ‘ )1 ( 1 T i ) , 

(,o 7 ) jf p M pdp= 

Concevons maintenant que Ton prenne successivement 


( 108 ) 

of 1 

1 ( ' Q$t J ? 

(i59) 

* 

1 x 0 = tl £ t] > 

e st — 1 


s designant une quantite positive, et f(*) une fonction qui conserve une 
valeur finie pour toutes les valeurs reelles ou imaginaires de t dont les 
modules sont renfermes entre les limiles 0,1. On tirera de la for- 
mule (92) : i° en supposant s < '2ir, 


( 160 ) 


( 161 ) 



W -1 

g.v(cosp-h^ 7 sinp) 1 


eP'F'- f ( eP v'-’ 1 ) 

^-s(sinp— yCTcosp) j 


<*P = T f(o), 


dp = 


27 T 
— I 


f(o); 


2 0 En supposant s = 2it, 


( 162 ) 


(. 63 ) 


L 

£ 


g 27 c(cOS/M -^— 1 Sllip) I 


dp = f(o) •+ 




* eP'f- i t{eP'f~ l ) j _ 1 


g— STC^sinp— >/-l cosp) . 
QEuvres de C, — S. II, t. VI. 
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3 ° En supposant s compris entre les limites aic, 4 u, 

“ 64) *= 

(,fo) dp= s 7= [ ,(0) + f (v) + f (- t)]' 

En general, si l’on suppose s = 2m r, n etant un norobre entier quel- 
conque, on trouvera 

f r * ePf^[e-Pfi) 

i e i ' ,n (<’ l >s/ , +V— isin/>) J 

= .[ f(o) + f (; vCrT ) + f (» ' /= ') +••■+; J 

+ f (~ ; ^ + f (- + ■ ■ • + j f(- t/=i ) j 


(166) 


/ 7T 


eW-‘ t(eP i/-» ) 




(*67) 


e -2/Mc(sinp-i-^_i cos p) t 

= _J_ | f(0) + f ft) + f ft) ' - + 5 f (0 


; ' w 4 ( 

•“'"I 


Si, m eontraire, on suppose la quantile a renfermee entre les limites 
2mz, 2(n -j- i jit, on aura 


*” eW-i f ( e~P </-! ) 


dp 


(>68) 


^(“W+V-* sin/t) J 

t<0) + f (.22 4=1 ) + f (L« /rr) + . . . + f (222 ^ 

+ '(- 7 ^) + f (-^vcr) +...+f(_12I v /r 7 ) j 

r ePf^-Pfl) • 

| J e n ~ s ( iia P'-^icos/j) t dp 


i 


(>69) 


27 T 


I 


f(0) + f (T) +f (T) + "-+f(^) 
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Si, dans l’equation (169), on remplace s par et f(z) par on 
obtiendra la formule 


1 r . 

„ 7 o) 

f = -4= [f(o) - 1 - f(i) 4- f(a) +. . .4- f(n) 4- f(- 1 ) 4- f(- 2 )+. . .4- f(- «)], 
V — 1 

qui subsiste pour toutes les valeurs de s renfermees entre les limites 

s = -> s— — - — On aura done, par suite, 
n n 4 - 1 r 


| f(— n) 4- f(— Ti 4 - x) 4-. ..4- f(— x) 4- f(o) 4- f(i) 4-. ..4- f (n — i) 4- f(«) 

• = sEi r e ^!(t3 fr 

s y_ 1te -7 !(s, "p- i '- icos p ) _ I 

et Ton en conclura, si la fonction f(«) est reelle, 

I f(— n ) 4- f(— n 4- l) 4-. . .4- f(— I) 4- f(o) 4- f(T) 4-. . .4- f(/l — l) 4- f(«) 
“ ‘ A. a co, co./.) r” *' 

S f ~slnp f 27T \ -~ sln P 2\/— I 

— 2 COs( — cospj + e 

Les formules (171) et (*72) supposent, Tune et l’autre, la valeur de s 
comprise entre les deux nombres n + - - • Le premier membre de 
chacune d’elles se r6duit a la somme 
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dans le cas particulier oil Ton a 

(174) f(0 = f(-0- 

Si, pour fixer les id6es, on pose, dans la derntere de ces formules, 

= ou f(t) = e nt \ 

m etant un nombre entier quelconque et a une constante arbitraire, 
on trouvera successiyement 


i 4 - 2 im + 3 2m ■+■ . . . 4 - n im 

Sit 


(>75) 


/jym-i /-*«' sin( 2 TO + !)/>- sin + 1 )/>— ^?cos^ 

= W 7 7 

~ 2 O PAG | . 


~ sin/? / 27T \ 

>2 — 2C0S[ — cosp) + e s ■ 


dp, 


- +e a + e ia + e 9 a -h. . e n>a 
2 


(>76) 


, r % e ' iinPsin {* + S sin2jP ) ~ sin (p + S sin *p ~ ^7 cos p) « «««/> 

Jr sinp e " 


27 T # / \ -il 

— »lnp f 2 TZ \ 

e — acosf — cosjoj 4- e * 
Supposons encore que l’on prenne successiyement 

m 


(> 77 ) 

(178) 


f(0 = 


f(0 = 


(e* 9/ -b e~ st ) 

m 




(e 5 ‘— e~ st ) (e 7 — e 7 ) 


f(t) designant une fonction qui conserve une valour finie pour toutes 
les valeurs reelles ou imaginaires de t, differentes de zero, et dont les 
modules sont renferntes entre les limites o et 1. Alors liquation (91) 
fournira imntediatement les valeurs des deux integrates * • 

(179) r ^^) + f(e-^) dp 

«/ » 2 e !sco '>' 4- 2 cos ( 2 s sinjo ) 4- e~ Sjoos /’ * 


(180) 


f. 


' X f(ePV :: >)4-f( e -p\FT) 


dp 


e iscosp — 2 COS (2 S sin/?) -h e~ 2 *cos/>’ 
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Ces dernieres integrales comprennent, comme cas particuliers, celles 
que M. Poisson a determinees a la page 494 du XIX® Cahier du Journal 
de Vi cole royale Polytechnique . 

Nous ne nous etendrons pas davantage sur les applications des for- 
mules (85), (91), (92), etc. Nous en avons dit assez pour faire voir les 
avantages qu’elles pr^sentent dans la determination des integrales de- 
finies. 



SUR LA RESOLUTION 


DE 

quelques Equations indEterminEes 

EN NOMBRES ENTIERS. 


§ I er . — Resolution en nombres entiers des iquations homogenes 
entre deux variables. 

Soil 

F (*,y) 

une fonction homogene des deux variables x, y. [/equation indeter- 
minee 

<0 F(«,j) = o 

pourra etre facilement resolue en nombres entiers. En effet, si I’on 
pose y = px, cette equation deviendra 

(a) F(i ,p) = o, 

et il ne restera plus qu’a resoudre cette derniere par rapport k p. Si 
liquation (2) a des racines reelles et rationnelles, et si 1 ’on d§signe 
par 

M 

N 

une quelconque de ces racines reduite k sa plus simple expression, on 
verifiera liquation (1) en posant 

y _M 

a? — N 


( 3 ) 
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et, par suite, 

(4) . x = £ M, v — AN, 

k designant un nombre entier clioisi arbitrairement. 

Exemple. — Supposons que, les quantites reelles A, B, C ayant pour 
valeurs numeriques des nombres entiers, on propose de resoudre 
^equation indeterminee 

(5) Ax 2 -+- B xy -+- Cy- — o. 

On en tirera 

( 6 ) - A +B/> + Cp 2 = o 

et, par suite, 

. . r — B±i/B 2 — 4 AC 

« . %= p =: — iz 

Done l’equation (o) ne pourra etre resolue en nombres entiers que 
dans le cas oil B 2 — 4 AC sera un carre parfait. 

§ II. — Resolution en nombres entiers de V equation homogene 
du pi'emier degre d trois variables . 

Soit donnee a resoudre l’equation indeterminee 

(1) au bv csv — o, 

a, b, c designant trois quantites entieres, e’est-a-dire trois quantites 
reelles qui aient pour valeurs numeriques des nombres entiers, etw, 
v, vp trois inconnues. Si Ton exclut, comme on peut toujours le faire, 
le cas oil les trois quantites a , b, c ont un diviseur commun, on recon- 
naitra sans peine, non seulement que Ton satisfait a l’equation (i)en 
prenant 

/ u = br — cn f 

( 2 ) } v =cm — ar, 

[ w — an — bm, 

m, n, r etant trois quantites entires, mais encore que les valeurs 
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precedentes de u, v, w offrenl toutes les solutions possibles de la ques- 
tion propos6e. En effet, designons par U, V, W un quelconque des sys- 
temes de valeurs entieres de u, v , w propres a verifier l’equation (i), 
en sorte qu’on ait 

(3) sU + ftV + cW = o. 

Soit d’ailleurs © le plus grand comraun diviseur de a et de b; 
©. par bypothese, ne pourra diviser c, et, en consequence, W devra 
etre divisible par ©. II en resulte immediatement qu’on pourra trouver 
des quantiles entieres M et N qui satisfassent a la formule 

H N — -M = — 

CO CD CD 

ou, ce qui revient au meme, k la suivante : 

(4) W = aN — 6M. 

De plus, si l’on elimine W entre les equations (3) et (4), on en con- 
clura 

g(U + cN) = &(cM- V) 
ou, ce qui revient au meme, 

(5) |(U + cN) = |(cM-V); 

et, co.mme ^ n’auront pas de facteurs communs, on tirera kvidem- 
mentde l’equation (5) 

c m-v = £r 
v= cM -|r, 

R designant une quantile entifcre. Enfin, c et © n’ayant pas de facteurs 

communs, on pourra trouver encore deux quantites entieres r et s qui 
verifient la formule 

(7) 


U + cN = |R, 
OU 

(6) U = |r-cN, 


R = CDr — cs. 
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. Cela pose, les equations (6) donneront 

(8) U = 6r-c(N+| 5 ), V = c(m + £*)-«»•. 

Or il est clair que les valeurs de U, Y, W determinees par les for- 
mulcs (4) et (8) coincideront avec les valeurs de u , v, w que l’on dedui- 
rait des equations ( 2 ) en posant 

(9) + + 

Done ces equations fournissent toutes les solutions possibles de la for- 
mule ( 1 ). 

Si l’on designait par u 0 , v 0 , w 0 un systeme particulier des valeurs 
de u, v, w propres a verifier l’equation ( 1 ), en sorte qu’on eut 

(10) au 0 -+- bv 0 + cw’o = o, 

on pourrait reinplacer 1’equation ( 1 ) par la suivante 

(11) a(u — « 0 ) + b(t> — (>„) -t- c(w — M- 0 ) = o } 

etsubstituer en consequence aux premiers membres des formules ( 2 ) 
les trois differences u — u B , v — v B , w — u> B . Cela pose, les valeurs 
generates de u, v, w se presen teraient sous la forme 

I u — u a br — cn, 
p = p 0 + cm — ar, 
w — w 0 an — bm. 


§ III. — Sur la resolution en nombres entiers des equations homogines 

entre trois variables. 

Soit 

F(^,7,s) 

une fonction homogene des trois variables x, y, s; et supposons que, 
6tant donn6e une solution en nombres entiers de liquation indSter- 
minee 

(1) F(^,/,«)=o, 

OF.uvres de C. — S. II, t. VI. 3? 
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on propose de resoudre gen^ralement la meme equation. Soit 

t 3 ) x — a, y — b, z — c 

la solution donneo, en sorte quin ait 
(3) F(a, b,c) = o, 

a, b, c designant trois quantites entieres. Si l’on satisfait a liqua- 
tion (x) par d’autres quantites entires x, y, z, on pourra encore en 
trouver trois u, v, w qui soient propres a verifier les deux Equations 

^ ( au -t- b(> H- cw — o, 

| xu-\-yv -j- ziv = o, 

desquelles on tire 

(5) !t__ _ <’ _ _ tv 

cy — bz az—cx bx'—'ay’ 

car il suffira de prendre pour u, v, w les trois differences 


c y — bs, as — cx, bx — ay, 

ou, si 1 on veut qu il n existe pas de facteur comrnun aux trois quan- 
tites u, v, w , les quotients qu’on obtiendra en divisant les memos 
differences par leur plus grand commun diviseur. Si maintenant on 
substitue dans liquation (x) la valeur de 5 tiree de la seconde des 
formules (4), on trouvera 

(6) 


ou, parce que la fonction F(a?, y, z) est supposee liomogene, 

^ F [ wx > ( * , y,—(ux + vy)] = o. 

De plus, comme on verifie 1 Equation (x) et la seconde des formules (4) 
en prenant x = a, y=b, z = c, on aura encore 

^ F C«w, wb, — (ua + (»&)] = O. 

Enfin, si 1’on pose 


( 9 ) 
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ies formules ( 7 ) et ( 8 ) donneront 


F[«’, wp, — (« + (7?)] = 0, 
F[u’, <rP, — (« + cP)]=o. 


(10) 

(”) 

On aura, par suite, 

(12) F[(t’, tip, — (« + (’/>)] — F[«’, «-P, -(« + t>P)] = 0. 

Ajoutons que si Ton fait, pour abreger, 




(.3) 


X(a?,y,*) = 


_ <?F(.s, J, •=) 


dy 

t>F(j?,/, 3 ) 


W(x,y,z)=”-^ 


et si 1’on designe par sk» le degre de la fonction homogene F {so,y,s), 
on aura, en vertudu theoreme des fonctions homogenes, 

(14) xQf(x,y, s) +/X(j;, i j', s) -t- zW(x, v, = ) = F(x,y, s) 
el, par suite, 

(15) a® (a, b,c)-\-bX(a,b, c) + cf(a, b,c) = o. 

Cela pose, il est clair qu’on verifiera la premibre des formules (4), non 
seulement en supposant 

(16) u = br — cn, t > — cm — ar , w = an — bm, 

mais encore en prenant 

(17) u — <S>{a,b,c), p = X(a,6,c), w — W{a, b,c), 

et, plus generalement, 

1 uz=<b (a, b, c ) +■ br — cn, 
c = X (a, b, c ) cm — ar, 

w> = W (a, b, c) + an — bm, 

m, n, r etant des quantites entiferes quelconques. II ne restera plus qu a 
examiner si Ton peut disposer de m, n et r de maniere que 1 equa- 
tion ( 12 ) fournisse des valeurs rationnelles de p autres que p P. 
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Dans tous les cas oil cette condition pourra ctrc remplie, la methode 
precedente fournira de nouvelles solutions do 1’cquation (i). En effet, 
pour chacune des nouvelles valeurs rationnelles do />, on tircra facile- 
ment des equations 


(19) 

(20) 


y=zpx, 


ux H- vy 
w 




ou, ce qui revient au meme, de la seulc formulc 


x y _ s 

W (X’p — u — (’/> 


des systemes de valeurs entieres de x, y, z; ct il cst elair quo chaeun 
de ces systemes sera propre k verifier l’equation (6), et par consequent 
l’equation ( 1 ). 

Nous allons main tenant appliquer la methode qui precede aux equa- 
tions homogenes du second et du troisierne degre. 


§ IV. — Sur la resolution en nombres entiers de. V equation homo gene , 
du second degre entre trois variables. 

Quoique Ie probleme qui va fairc l’objet de ce paragraphs puisse 
etre ramene a une question connue, savoir, a la resolution en nombres 
rationnels d’une equation indeterminee du second degr6 entre deux 
variables, il nous a paru convenable de montrer comment la methode 
ci-dessus exposee s’applique au probleme dont il s’agit. 

Soit donn6e k r^soudre en nombres entiers liquation 

(0 A# s - 4 - B/ ! 4 - Cs ! 4 - Ezx ■+■ Fa?/=o. 

On aura, dans ce cas, en adoptant les notations du § III, 

( 2 ) F(x,y, z)^=Aai s + By t + Cz i -h'Dyz-bEzx-hFxy, 

$ (*, y, z) = 2 kx -1- Ez 4- F/, 

X(^r, j, z)=z2By 4-Fa?4-Dz, 
x P(x,y,z)=:2C z -f-D^+Ea:. 



( 3 ) 
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Done les valeurs generates de u, v, w pourront etre determinees, non 
seulement par les formules 

(4) u = br — cn, v = cm — ar, < v—an — bm, 

mais encore par les suivantes : 

^ u — aA«+ Ec -+• Tb ■+■ br — cn, 

(5) ' v = 2 B & + Fa + D c + cm — ar, 

' tv = aCc -+- D b 4- Ea 4- an — bm. 

De plus, liquation (12) du § III donnera 

(6) ( p — P) [(Bi^-Dpip + C(> ! ) (p + P) h-Fip 2 — (Ep + D«)iv + aC«c] = o. 

Or. on satisfait a 1 ’equation (6), non seulement en prenant p = P, 
mais encore en supposant 

_ (Et> — Fjp® — 2Cuo p 

(?) p ~ b«' s — Dotp+Ce* 

et cette derniere valeur de p est evidemment rationnelle. Done, lorsque 
l’equation (1) admet une solution, elle en admet pour l’ordinaire une 
infinite d’autres. 

Si l’on remet, dans la formule (7), au lieu de P sa valeur -> on 
aura 

/0i a(Eiw + 1)M«’ — Ftp® — 2 C uv') — £>(B(p 5 — Petv + Ct’*) 

(8) P a(Bw ,! — Dw+ Cp 2 ) 

puis, en ayant egard aux equations 
au -+• bv H- cw = 0 , 

A<z s -+-B& 2 -h Cc 2 4 -D&c-*-Eca + Fa& = o, 

Y a(A.w- — 1 &uw -h Cm 2 ) 

X ~ P ~ 6(BfP s — Dw + Cf 5 )' 

En effet, si Ton 61 imine c entre les 6quations (9), on aura 

1 (Bw 3 — Dw-h Cp s ) 6 s — (Eew’ + Daw — Fpp* — 2 C uv)ab 
• | — a i (Aw t — Eww’ + Cm*). 


(9) 

on trouvera 

( 10 ) 
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Or, il suffit evidemment de recourir k la formule (i i) pour deduire la 
formule (ro) de I’equation ( 8 ). 

La methode par laquelle nous sommes parvenus a l’equation (io) 
donnerait 6 galement la suivante : 

u2) x~ c(Bw* — i)pw + Gp*)‘ 

Or il est clair qu’on verifiera les equations (ro) et (12) en posant 

Biv 2 — D vw -h O 2 
— 

a 

C a- — E w u A w* 

b ’ 

Ac 8 — 

c 

Il suit de la formule (11) que la valeur de x, donnee par la premiere 
des equations (i 3 ), est entiere, du moins quand a et b sont premiers 
entre eux. On doit en dire autant des valours de y et de z. Ajoutons 
que, pour obtenir toutes les solutions possibles de l’equation (1), il 
suffira de recourir aux formules (ro) et (12) ou, ce qui revient au 
meme, a la suivante 

(ib) ky_ c _£_ 

B«- s — Dw-t-O* C — E wu 4- A (V s A<> a — F mp -+- B «* ’ 

et d’y substituer pour u, v, w tous les systemes de valeurs entikres 
que peuvent fournir ou les equations ( 4 ) ou les equations ( 5 ). A cha- 
cun de ces systemes correspondront des valeurs entieres des trois 
expressions 

B«V S — Dvw + Cv* Cm'-Eto + Ah-s A<> s — Ewe -4- Br* 9 

{ } 5 » b 5 7 ’ 

et, si 1 on divise ces valeurs entiferes par leur plus grand commun divi- 
seur numerique, on parviendra imm^diatement k l’une des solutions 
que comporte le problkme dans le cas oil Ton exige que les inconnues 
x i y> * n'aient pas de facteurs communs. 
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Exemple. — Concevons qu’il s’agisse de resoudre l’equation 

(16) 1 1(.« 2 4-7* -+- 5*) — xz 4- yz) = o; 

on trouvera qu’elle est verifiee par 

X = s, 7 = 2 , -:=3; 

et, par suite, les valeurs generales de x, y, s, tirees des formules (ia), 
seront 

j i i(r 2 -l- (V s ) + i4m' 

1 ’ 

i i(n ,! •+■ «*) + 

, 

2 

n(f « 2 4- « ,s ) 4- 1 4 «<’ 

- , 

les quantites u, v, w etant assujetties a verifier l’equation 
(18) « + 2(> + 3 k' = o. 

On aura d’ailleurs, dans Ie cas present, 

$(a, b,c)= — 48, X(a, b, c) =’— is, W(a,b,c) = 24 . 

On pourra done prendre 

a —— 48 , «» = — 12, w> = -t- 24, 

ou menie, en divisant par — 12, 

u — 4, P = l, «’=— 2, 

et, plus generalenient, 

I «= 4 + 2 /- — 3«, 

P I 4 - 3 771 — /*, 

w =. — 2 4-/2 — 2 JW, 

/n, 71, t 1 etant des nombres entiers quelconques. 

Si 1’on suppose en particulier m — 1 , n — 1 , r = 2, on trouvera 



«== 5 


r = 2; 


»> = 


3, 
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et les formules (14) donneront 

x — 59, y = 82, z — 1 53 , 

Or effectivement ces trois valeurs de x, y, s verifient l’equation (i3). 

II est essentiel d’observer qu’on pouvrait rcmplaccr les equa- 
tions (19) par les formules (4) qui, dans le cas present, se redui-, 
sent a 

( 20 ) « = 2 r — 3 n, (' = 3 m — v, tv= n — 2 m. 

Si l’on pose, dans ces dernieres, m = 1, n = — 1, /•= 1, on rotrouvera 
les yaleurs deja obtenues pour u, v, w, savoir u = 5 , v = 2, w — — 3. 
Ajoutons que, pour trouver toutes les solutions possibles de 1’equa- 
tion (16), il suffira de recourir a la formule 


1 1 («>* 1 4 pop 1 1 ( t p* •+• w* ) -|- 1 4 <i’m u(tt*-t-r*)-)-i4in» 5 

et d’y substituer pour u, p, w tous les systfemes de valours entiercs que 
peuvent fournir les equations (20). 

Si la formule (r) se reduit k 

< 22 ) Aa? : + B7 s H-C5 ! =o, 

les equations (i3) deviendront 

B -h C v~ 
a " 3 

C w 2 -f- A 
b ? 

A^ a + Bw 8 

3 * 

et les formules (5) donneront 



(* 4 > 


u — 2 A# -+- hr — cn 9 
v = 2B b -h cm — cir, 
2Cc + an — 6m. 
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On peut evidemment remplacer les equations (21) par les suivantes : 

| u = ka + br — cn, 

( 2 ^) < p — Bb+cm — ar, 

[ w — Q,c -‘ran — bm. 

Si Ton tire des formules ( 4 ) les valeurs de u, v, w pour les substituer 
dans les equations ( 23 ), on trouvera 

1 X — (A m* 4- Bn* 4- Cr s )a — 2 m ( A am 4- B bn 4- Ccr), 
y = (Am* 4- B« 2 4- Cr 2 )6 — 2 n (Aam-+-Bbn 4- Ccr), 
z = (Am 1 4- B/1 2 4- Cr-)c — 2 r (Aam 4- B bn-+- Ccr). 

Si, au contraire, on substitue les formules (n 5 ) aux formules ( 4 ), on 
aura 

' ® = (Am ! +Bn s + C/ ,! — ABC)a — im(Aam 4- Bbn -1- Ccr) -f- 2BC(c/i — br), 
(27) | y = (Am* 4-Bre 2 4- Cr 2 — ABC)£> — 2/1 (Aam 4- Bbn 4- Ccr) 4- 2CA(ar — cm), 
( s =(Am ! + B n* 4- C r 2 — ABC)c — 2 /• (Aa»t + B6/H-Ccr)+ 2AB(6 jm — an). 

II est facile de s’assurer que les valeurs de x, y, s, donnees par les for- 
mules (26) ou (27), sont exactes; en effet, si 1’on substitue ces valeurs 
dans le trinome qui constitue le premier membre de l’equation (22), 
on trouvera, en partant des formules (26), 

(28) Ax* + Bj 2 4- Cs* = (A a* + B b* 4- Cc ! ) ( Am* 4- B« 2 4- C/- 2 ) 2 , 

et, en partant des formules (27), 

(29) Ax* 4- Bj ,s 4- Cs* = (Aa 2 4-B6*4- Cc 2 ) (Am* 4- B/1 2 4- Cr 2 4- ABC) 2 . 

Done, si a, b, c verifient la formule 

(3o) A a 2 4- B2> 2 4- Cc 2 = 0, 

x,y,s verifieront liquation (22). 

Si a, b, c, au lieu de verifier liquation ( 3 o), Gtaient choisis, de ma- 
nifere que Ton eut 

(3i) . Aa 2 4-B6 2 4-Cc 2 =;K, 

OEuvres de C. — S. IX, t. VI. 


38 
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K designant un nombre entier quelconquc, alors les valours de x, 
Y, s, deduites des formules (26), satisferaient a la suivantc 

(32) A* 2 4-Bj 2 -4-Cs 2 = K* 2 , 
la valeur de t etant 

(33) t = A/re 2 -+- Bre 2 H- C/ -s . 

Par consequent elles satisferaient a l’equation 

(34) A# 2 4- B/ 2 4 - Cs 2 = K, 

si l’on choisissait m, n, r de maniere a verifier la formula 
(33) A/re 2 4 - Bn 2 4- C/ ,s = ± 1 . 

Done, si 1’on obtient diverses solutions de l’equation (35), a chacune 
d’elles correspondra une nouvelle solution de 1’oquation (34). 

Si l’on veut parvenir a toutes les solutions possibles de l’equa- 
tion (22), il suffira de remplacer les equations (23) par la seule for- 
mule 

/Qfiv ax _ by __ cs 

^ 1 Bw 2 4-Gt> 2 — C^H-Aw 2- Ae 2 + B« r 

Si, dans cette derniere, on substitue pour u, v, w leurs valours tiroes 
des equations (4), elle deviendra 

X 

(A/re 2 -l-Bre 2 -4- Gr 2 )a — zm(Aani -t- B6« -t- Gcr) 

y 

(A/re 2 +• Bre 2 -t- (J,r i )b — 2 re (A am -4 B 6re 4 - Gere) 

s 

(Am 2 + Bre 2 - 1 - Cre s )c — 2 re(Aa/re 4- B Are 4 - Cere) 

Exemple. — Concevons qu’il s’agisse do r^soudre l’equation 

(38) a? 2 -/ 2 H-C.s 2 =o. 

On trouvera qu’elle est verifiee par 

x=^i, y — 1 , 5 = 0 . 
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On poiirra done prendre a = b = i, c = o; et, comme on aura il’ail- 
leurs, dans le cas present, A = 1 , B = — 1, la formule (37) se trouvera 
r6duite a 

x y s 

^ 9 ) 0 /*® — (/i — in )® C/ ,a -T- (n — my 2 r(n — m) 

Si Ton fait, pour abreger, n — m = s 9 on aura simplement 


( 4 o) 


x _ v _ -3 
Cr 2 ' — s 2 ~~ 0 2 -bs 2 2 /•$’ 


r et * designant deux quantites entieres choisies arbitrairement. La 
formule (4o) comprend toutes les solutions possibles de l’equa- 
tion ( 38 ). 

Si Ton suppose en particulier C = 3 o, l’equation ( 38 ) deviendra 

(41) x* —y- 3os 2 = o, 
et la formule (4o) donnera 

x y _£_ a 

(4 2 ) 3o/ 12 — s- ~~ 3o/ ,a 4-.s 2 ~ 2 rs 


Si, pour fixer les idees, on prend r= i, s = i, on trouvera 

29 3 1 2 

Si I’on prenait au contraire r = i- f s = 10, on trouverait 

a? _7_ _£_ 

— 70 i 3 o 20 

ou, ce qui revientau meme, 

x y_ £. 

— 7 i 3 2 

Effectivement on satisfait k l’equation (40 en supposantles mconnues 
x, y, s respectivement proportionnelles, soit aux trois nombres 29, 
3 1 et 2, soit aux trois quantity — 7, i3 et 2. 
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Revenons mainlenant aux formules (r3). Si 1’on y substitue a u, v, 
w leurs valeurs tirees des Equations (4), alors, on faisant 

(43) s — F(/m, n, r) = A >n s h- B« s 4- C/ ,! 4- B nr -+- E/vw h- F/m«, 

^ t=m<S>(a, b, c)-h/iX(a, b, c) + rW(a, b, c) 

(44) j — a n, /•) 4- b X(»i, n, /■) 4- c W(m, n, r) 

[ = a kam 4- a B bn 4- 2 Ccr +D ( br 4- cn ) 4- E (cm 4- ar ) 4- F (an 4- bm), 

on trouvera 

(4°) x — as — mt, y — bs — nt, z — cx — rt. 

Si 1’on substituait, au contraire, dans les formules (i3), les valeurs de 
u, v, vp tirees des equations (5), alors, en posant 

(46). S = 4ABC 4- DEF — AD S — BE S — CF S , 

on aurait 

' x = a(s — S)—mt 

— [( 4 BC — D* ) ( br — cn ) 4- ( DE — 2 CF ) ( cm — ar ) 4- ( FD — a BE ) (an — bm)], 
( y— b(s — S) — nt 

j — [( DE — 2 CF) ( br — cn ) 4- ( 4 C A — E* ) (cm — ar) 4- (EF — 2 AD) ( an — bm )], 

f z ~c(s — S) — rt 

— [(FD— 2 BE) (&/•—£>«) 4- (EF — 2 AD) (m— ar) 4- (4 AB — F a ) (an — bm)]. 

II est facile de s’assurcr que les valeurs de x,y, s fournies par les 
equations (4>) ou ( 47 ) sont exactes. En effet, si 1’on substitue ces va- 
leurs dan3 le polynome qui constitue le premier membre de liqua- 
tion ( 1 ), on trouvera, en partant des formules (45), 

(48) j Aaja + B ^ s + C^4-D 7J +E^4-F^ 

( = (Aa s -4B6 s +Cc 8 4-D6c4-Eca 4-Fa&)s i , 

et, en partant des formules ( 47 ), 

kx* 4- B y* 4- Cs s 4- Dys 4- Hex 4- F xy 
= (Aa s 4- B 6 2 4- Cc s 4- D be -i-Eca 4- Fab) (s + S)V 


(49) 
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Done, si a , b, c vbrifient 1’equation 

(50) Aa 3 4-B6 s + Cc 3 -I- DSc + Eca + Fa& = o, 
x, y, s verifieront liquation (i). 

Si a , b, c, au lieu de verifier l’equation (5o), etaient clioisis de ma- 
nibre que I’on eut 

(51) Aa ! 4-B b*-\- Cc 3 4- D6c + TLca -+• Fab = K, 

K designant un nombre entier quelconque, alors les valeurs de x, y, s 
deduites des formules (26) satisferaient a la suivante 

(5a) Ax 1 4 - B/ 3 4 - C.s 3 4- Dj - 4- Fzx 4 - F xy = Kz 3 , 

la valeur de t etant determinee par 1’equation (44)- Par consequent 
elles satisferaient a la formule 

(o3) Ax* 4~ B^ 3 4" C^ 3 4" Qyz 4~ Fzx 4 - F xy — K, 

si l’on clioisissait m, n, r de maniere a verifier 1’equation 

(54) Am* 4 - Bn 2 4- Cr 3 4- Dn/'4 En?z4- Fmn — 1 . 

Done, si l’on obtient diverses solutions de 1’equation (54), a chacune 
d’elles correspondra une nouvelle solution de l’equation (53). 

Si l’on substituait les valeurs de u, v, w, tirees des equations (4), 
dans la formule (14), alors on trouverait 

x y z 

— — — — — 

v ; as — mt bs — nt cs — rt 

Cette dernibre formule, dans laquelle m, n, r designent des quantites 
entibres choisies arbitrairement, et s, t deux polyndmes determines 
par les equations (43), (44). comprend toutes les solutions possibles 
de l’bquation (1). On ne doit pas meme excepter la solution 

x — a, y = b, z — c 

que 1’on deduit de la formule (55), en choisissant m, n t r de manibre 
a verifier l’equation t = o ou 

(56) m( 2 Ao 4 -F 6 4 -Ec) 4 -»(Fa 4 -aBt>-l-Dc) + r(Ea + D64-2Cc) = o. 
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§ Y. — Sur la resolution en nombres entiers de idquation homoge'ne 
du troisieme degre entre trois variables. 

Soit donnee a resoudre en nombres entiers I’equation 

( Aa? 3 H- By 9 -)- Ga* 4- Drs® -I- Esa; 8 
(r) J 

( -+- F xy* -t- G zy s 4- H xz- ■+■ lyx 1 4 - Ka?)'- = o, 

et supposons encore que Ton connaisso une premifere solution 

(а) x = a, y=b, z — c, 

de laquelle on veut en deduire d’autres. On aura, dans ce cas, en adop- 
tant toujours les notations du § III, 

(3) | F( *’ 7 » • s) “ Air3 + + C - 3 + D J-= S + E ~* s 

j -4- Fa?/ 3 4- G.s/ 3 + Rxz* -+- lyx 2 - 4 - Kxyz, 

| ® (®> = 3 Ax 1 h- aE zx 4- 21 a?/ 4-F/ s 4- IJ.c s 4- Kyz, 

(4) j X (x, y, z) = 3B/ 3 + 2 Fa;/ + a Gys + Ds ! las 2 K-a:, 

y> -) — 3 C- a +a D yz ■+■ 2 Ilzx-i- Ea? s *+- Gy 2 •+■ Kxy. 

Done, les valeurs generates do u, v, w pourront etre determinees, non 
seulement par les formules 

* 

( 3 ) u=br — cn, r = cm — ar, w —an — bm, 

mais encore par les suivantes : 

j “ =3Aa»-H2Eca+2ltf& + Fb* 4- Hc s •+■ K6c br — cn, 

(б) . o = 3B b* + sF ab + 2 G be +Dc*-h la* +K ca + cm-ar, 

( «; = 3Cc ! -+- aD£>c h- 2Hca + Eos* 4- G6 a K o& 4 - a/i — bm. 

De plus, si l’on fait, pour abr^ger, 

U =B«’ 3 — G(w 5 + Dp 2 w— O 3 , 

V =Fw’- (GM4-Ep)nc a 4-(Hp4-2DM)w— 3Ce<f>*, 

^ ^ ^ (Kw + Ep)b' ! + (D«4-3H( | )w — 3C.u*f>, 
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l’eguation ( 12 ) du § III deviendra 

(7) (P ~ P) [U(/> s +/)P + P>) + V(/) + P) + W] = o. 

et, si on la divise par p — P, on trouvera 


(8 ) , P _ -V±y/V^-U(4W + 2VP + 3UF jr ) 

\ ) l 2 2 U ' 

Par consequent, on obtiendra de nouvelles solutions de l’equation ( 1 ) 
si Ton peut choisir u, v, w de maniere que, l’equation 

( 9 ) au 4 - bv 4 - cw — o 
etant verifiee, 1’expression 

( 10 ) V s — U(4W + 2YP-h3UP s ) 
devienne un carre parfait. 

II est facile de s’assurer que, si, dans les formules (6); on reduit m, 
n et r a zero, u, v, w rempliront les conditions prescrites. C’est, en 
effet, ce qu’on prouvera de la maniere suivante. 

Posons dans I’equation ( 1 ) 

(u) x — as — toL, y — bs — t[ 3, - z = cs — ty, 


a, [3, y» s, t designantde nouvelles variables. Cette equation, qui peut 
s’ecrire sous la forme 

( 12 ) F(^,j, 5) = o, 

deviendra 


(i3) 


F (a, b, c) — b, c) + (3 X(a, J,c)+yf ( a , b, c)] 

— t 3 F(«, |3, y) -4- si 5 [a $(a, (3, y) + b X(a, (3, y) + cW(x, |3, y)] = o. 


Done, si Ton prend 

I « = 3Aa 2 4- 2E ca 4 - slab -t- F 6 s 4- He* 4- K be = ® (a, b, c), 
v =3B6* + 2F ab 4-2G6c4-Dc s 4 - la 2 4- Kca = X (a, b, c), 
df — 3 C c 3 4“ 2D be 4~ 2Hck 4- Ea* 4" G b~ 4~ K ub — (k, b 9 c), 
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on aura simplement 

' s 3 F(«, b y c) — s*t(cui 4- (3*> 4-yw) 

^ '( — « 3 F(sc,p j 7)+i^[a4>(« ) (3 ) y) + 6X(«,(3,y)-|-c'*I r («,|3,y)] = o. 

On a d’ailleurs, par hypo these, 

(16; F(a, b, c) = o. 

Cela pose, si 1’on assujettit a, (3, y a la condition 

(17) ux + vP + (vy=zo, 

il est clair qu’on verifiera la formule (i5) en prenant 

( T — ot ^(° e »l 3 -y) + l 3 ’X(«,|3,y) + yy(«,|3,y) ^ 

( ' = «$(«> (3,3/)4-6X(a,(3,y)H-c 1 F(«,(3 ) y). 

D’autre part, 011 tirera des formules (9), (ri) ot (17) 

(19) ux + vy 4- <vs == o. 

Done, les valeurs de u, v, w, donnees par les equations (14), verifie- 
ront les formules (4) du § III [x, y, s designant des quantity assu- 
jetties, comme a, b, c, a l’equation (1)]. Done l’equation (8) admettra 
la racine rationnelle 

» _ 7 _ bs — £g 
F x as — lot. 

Dans lc cas particular oil la formule (1) se reduit k 

(20) Aaj’ + Bjs + Cs’zro, 
on trouve 

(21) u = 3 Aa*, (> = 386*, «> = 3Cc s ; 

par suite, l’equation (17) devient 

(22) Aa s «4-B6*|3 + Cc*y = o, 
et 1’ equation (19) se reduit k 

( 2 ^) Aa*x + Bft 8 / 4- Cc 4 a = 0. 
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Dans la meme liypothfese, les equations (i i) et (22), combinees avec la 
formule 

( 2 4) Aa 3 B6 3 + Cc 3 = o, 
conduisent a l’equation 

( 25 ) * + Z + i =Q . 

a b c 

et, en joignant cette derniere a la formule ( 23 ), on en conclut 


(2 ' a(Bd 3 — Cc 3 ) b(Cc 3 — A a 3 ) — c(A« 3 — Bi> 3 )’ 

En consequence, on peut supposer 

/ x = a(Bb 3 — Ce 3 ), 

(27) < r = 5(Cc 3 — Aa 3 ), 

( ~ =c(Aa 3 -B5 3 ). 


Exemple. — On verifie l’equation 


(28) 


x 3 + 5/ 3 — 4 s ® = 0 


en prenant 


j; = a = 3, y—b— 1, z = c— 2. 


Cela pos6, on tirera des formules (27) 
voir 


.z = 1 1 1, y= — 59, 


une nouvelle solution, sa- 
- = 44 - 


De cette seconde solution, on en deduirait facilement une troisifeme, 
et ainsi de suite. 

Revenons maintenant au cas general, ou les quantity entieres D, 
E, F, G, H, I, K, renfermees dans le premier membre de liquation (1), 
conservent des yaleurs diff^rentes de zero. Alors cette equation sera 
verifiee par les valeurs de x, y, s tirees, ou des formules (1 1)» ou de la 
seule formule 

x _ y 5 

as — ta = bs — tp — cs — ty’ 

OEuvrcs de C . — S. II, t. VI. 


39 
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pourvu que, les quantites-y, t etant determinees par les equations (18), 
a, (3 , y satisfassent a l’equation 


( 17 ) «a 4- r (3 4 - try = o. 

Or on verifie cettc derniere, on prenant 

(3o) a—o, (3 = tr, y— — r. 

On pourra done supposer 


(30 


j 5 = F(o, tr, - p) = Z*(o. - <’) -J.:5(o, - 0 ) t 

I / = tr, — p) 4- iX(o, tr, — p) 4- cT(o, tr, — p); 


et, par suite, la formule (29) donnera 

X 

aF(o, w, — (T) 



b F (°> ~ 0 ) — tr[a 0(o, tr, — p) 4 - 6 X(o, tr, — r) 4 - t; >F(o,.r, — p)] 

cF(o, tr, -p) +7[« < J)(or<r, -P) + 6 X(o, tr, -r) -h c >F(o,'tr, - r)] ' 

On verifiera encore liquation (17) en prenant 

( 33 ) «=— tr, (3 = o, y — it, 

ou 



(34) « = p, (3 = — M , y = o; 

puis, on tirera de la formule (29), dans la premise hypothfese, 
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et, dans la seconde hypothese, 

X 

aF(r, — u, o) — r[« <J>(c, — o) iX(r, — u, o) -i - c «F(r, - u, o.i] 

J 

b F(<’, - a, o) + «[b*Ic, - « l0 ) + 4XV. - «,o) + ir o<] 

c F(r, — u 9 o) 



J’ajoute que les formules (35), (36), et toutes celles que peuvent four- 
nir les divers systemes des valeurs de a, p, y, propres a verifier 
l’equation ( 17 ), coincident avec la formule (32) et determinent les 
memes systemes de valeurs de x, y, s, toutes les fois qu’elles ne 
reproduisent pas la solution connue x — a, y = b, z = c. C’est ce que 
Ton demontrera sans peine a l’aide des considerations suivantes. 

Si Ton designe par A le plus grand commun diviseur des trois quan- 
tity u, v, w, les valeurs generates de a, p, y, propres a verifier I’equa- 
tion ( 17 ), ou, ce qui revient au meme, la formule 


( 37 ) 


U V - 

I ci+ aI 3 + 



o, 


seront (voir le § II) 


(38) 



7 = 


U V 


A n ~A m ’ 


m, n, r designant trois nombres entiers quelconques. On aura, par 
suite, 


(39) 


by — c (3 ca — ay aft — ba bn + cr 

u v w A ’ 


et l’on en conclura 


OL W 

(4o) (3 = - b - 4 - (am + bn-h cr). 



^ (am + bn + cr). 
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Cela pose, les valeurs cle x, y, z determinees par les formules (r i) de- 
viendront 


t am - 4 - bn ~h cr 
a A ’ 

t am -+- bn -t- cr 

a A 

Si Ton fait, pour abreger, 

(42) s — t~ — s, t ^ Tt 

a a A * 

on aura simplement 

(43) -* = «S, y — b^ — tvT, as=cS + »»T. 

On prouverait, de meme, que la formule (29) pent etre reduite a 

(44) ± = Z a 

«S bS — tvT ~ cS H- t'T ' 

Or, comme les valeurs de x, y, z tirecs des formules (43) ou (44) 
doiventsatisfairea 1’equation (x).ou (1a), on aura necessairement 

F(aS, £>S — tvT, cSh- pT) = o. 

Dailleurs, si Ton developpe le premier membre de la formule (45), 
suivantles puissances ascendantes de T, on en conclura 

| S*F(a,6,c)-t-S s T[>X(« ) &,c) — piF(a, &,<•)] 

+ S T *^ a w > — v ) + b X(o, w, — {.) + cV(o, tv, — *>)]_ T* F(o, tv, — ,.) ; 

et, puisque, en vertu des equations 

F(a,b,c) = 0 , <> = X(«, b,c), tv = W(a, b,c), 

les coefficients de S* et de. S>T s'dvsnouissent d'eux-mdmes dons I. 
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form ale (46), on en tirera 

(47) T = o. 


ou 

(/g x S _ T 

4 F(o, «■, — c ) «$(o,w, — (') + iX(o,n’, — i’)T-cf(o,(r, — c ) 

L’equation (47 ) x’eduit la formule (44) a 



etreproduit la solution connue x = a, y =b, z = c, avec celles que 
Ton en tire lorsqu’on fait croitre x, y, s dans le meme rapport. Quant 
a 1’equation (48), elle reduit evidemment la formule (44) a I’equa- 
tion (32). 

On pourraitdemontrerdirectement la coincidence desfonnules (32), 
(35) et (36). On a, en effet, 

a * F( — w, a, u) — F( — aw, o, au) = F (— aw, — bw ■+- bw, — cw — bv ) ; 
puis, on en conclut, en developpant la fonction 

F(— aw , — bw - 4 - bw, — cw — br ) 

de la meme manifere qu’on a developpe le premier membre de la for- 
mule (45), 

(5oi I °» 

| = 6* F(o, «>, — (>) — t> 3 <p[a<&(o, (c,-r) + JX(o, — r)-bcW(o, 

On etablirait, avec la meme facilite, non seulement l’equation 

(S.) i “•"'(•'.-“.o) 

( =c*F(o, w, — p) + c’- t>[o$(o, w, — p) + £X(o, w, — p) -i-tf W(o, cp, — r)], 

mais encore quatre autres equations de meme espfece, comprises dans 
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la formule 


SUR LA RESOLUTION 


(D2) 


I c* F (— o, « ) — b* F ( v, — u, o ) 

b 2 c 2 u 

— q3 ^( r > u 9 °) — c 3 F(o, */, — p) 
c 2 a 2 v 

__ 6 3 F(o, cr, — r) — « 3 F(— p, o, « ) 

1 “ a 8 ^ ; 

, 

= ^5 [« ®(0, «•, — (’)+* X(o, (V, -v)-hc V(o, »•, — «-)] 
' = p [« ®(— f*'. o, u) + bX (— o, u) + c V (— (T-, O, J2)] 
= — «» o) +iX(r,-«,o) +cT(i',-ii l o)], 


Or il resulte evidemment de cette derniero qae les equations (3a), 
(35), (36) coincident entre elles, et quechacune d’elles pent etre rem- 
placee par la suivante : 

(53) gSa? - &y c\z_ 

F(o, w, — 1 >) F(— w, o, u) F(c, — u, o)‘ 

Done, si les quantites a, b, c verifient l’equation homogene et du troi- 
sieme degre 

( l6 ) F(a, b, c) = o, 

alors, en prenant 

04) u = <t>(a,b,c), »• = X(«, b, c), <r >=W(a,b,c), 

on aura, encore 

(54) v\ F(o > F(— w, o, u) F(<>, — u, o)"| 

L « a 6 s ’ ? J — °- 

Si Ton supposait D = o, E = o, F = o, G = o, H = o, I = o, e’est. 
a-dire, en d autres termes, si liquation propos6e etait 


(55) 


A# 3 -h By* H- C z z -h K xyz =. o, 
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on trouverait 

(56) r = 3 B £> 3 -T- K.ca, . t»==. 3Cc 5 -4- Kab, 

( F(o, «•, — «’) =B(r» — Cf* = a 3 (27 ABC -4- K 3 ) (B i s — Cc 3 ), 

(07) F(— (r,o,«) = C« 8 — Afv 3 =6 3 (27ABC-i-K 3 )(Cc 3 — Aa 3 ), 

( F(c, —u, o) = Ap* — Bm 3 = c 3 (27ABC-^E 3 ) (Act-— B//); 

et, par suite, la formule (53) donnerait 

/KO\ X " 

v ' a(B6 3 — Cc 3 ) 6(Cc 3 — Aa 3 ) c(Aa s — B£> 3 )’ 

comme dans le cas particular oil Ton supposait K = o. 

Exetnple. — On verifie l’equation 
(09) x 3 -+■ 2j 3 ■+■ 3s 3 = 6 xyz 

en prenant 

x — a = 1, y—b — i, z = c = 1; 

et, en partant de cette premiere solution, on tire de la formule (58) 

x y z 

— 1 2 — 1 

On peut done prendre pour seconde solution 

x——i, 7 = 2, z—— I. 

On a effectivement 

— i-f-2.2 3 — 3 = 12 = 6.2. 

En partant de la seconde solution, on trouvera 

x y a 

— 19 — ~4 ~ ^7' 

On pourra done prendre pour troisifeme solution 

x — — 19, 7= — 4, 3 = 17. 

On a effectivement 

— 19*— 2. 4 s + 3. 17* = 7752 = 6. 19. 4- 17- 
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En partant de la troisieme solution, on cn trouvera facilement une 

quatrieme, savoir 

x — 382473, r = — 86892, 5 — — 114437, 


et ainsi de suite. 

Euler a remarque que l’equation 

( do) x 3 4-/ 3 = (a s -+- b 3 )s 3 , 

a laquelle on salisfait en prenant 

' X — a, y — b, 5 = 1 , 

se trouve egalement verifieejjuand on suppose 

( 61 ) x = a(a 3 -h 2b 3 ), y = — b(b 3 - 4 - 2a 3 ), 5 — a 3 — b 3 . 

Pour tirer ces valeurs de x, y, s, de la formule ( 58 ), il suffit de reduire 
l’equation ( 55 ) a l’equation (60), en posant 

A = 1, . B — 1, C = -(a 3 + b 3 ), K = o. 

Alors, en effet, la formule ( 58 ) devient 

( N x y J 

a^a 3 -<r2b 3 ) — b(b 3 + 2a 3 ) a 3 — b 3 ’ 

et Ton satisfait a cette dernifcre pour les valeurs dont il s’agit. 

Lorsque, cn suivant la methode ci-dessus expos6e, on a deduit d’une 
solution connue de l’equation (1) d’autres solutions differentes de la 
premiere, on peut en decouvrir de nouvelles, a l’aide des considera- 
tions que nous allons presenter. 

Soient 

x — a, y—b, z = c 
et 

x = cc, y = (3, s = y 

deux solutions distinctes de liquation (1) ou (12). Pour trouver une 
troisifeme solution, il suffira de fixer les valeurs de x, y, s par le 
moyen de la formule (29), et d’assujettir les quantites s, t a verifier la 
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formule (i3), que les deux equations 

b,c) = o, F(a, p, y)=o 

reduisent simplement a 

(63) at ' [«% i -< ! ) + ,3X(fl,6 ) c) + - / T( ai 4 lC )] s j _ 

I [« <fr(s£, P>y) -+- iX{«, p, y) c *F(a,p,y)]f j 

Or on satisfait a cette derniere : i u en prenant 


s = o ou l — o ; 


2 ° en supposant 

(64) 


a<b(a, (3, y) + JX(«, P,y) + c<F(a, P,y“) 

f . 

a*b(a, b, c) + pX(ff, b, c ) 4 -yW(a, b, c ) ' 


Les deux premieres suppositions re.produisent les solutions connues. 

Mais la derniere fournit des solutions nouvelles comprises dans la for- 
mule 

* 

«[« (a, (3, y) -+- b X(«, P, y) 4- c W (a, p, y)J — a[a $(a, b, c) + p X(«, 6, c) T y *F(«, b, c)] 

T y 

b[n 4>(a, p, y) 4- b X(a, p, y) 4- c <F(sc, p, y)J — p[a <&(«, b, c) 4- p X(tf, b, c ) 4- y T(ff, /;, c;] 
c [a $ (a, p, y) 4- 6 X (a, p, y) 4- c T^a, p, y)] — y [a ( a , b, c) + p X(«r, 6, c) 4- y 6, c)] ‘ 

Dans le cas particulier oil les quantiles D, E, F, G, H, I s’evanouissent, 
la formule (65) se reduit a 


( 66 ) 


3B&P(«P — «b)-+- 30 cy(ay — ac) 4- K(a*Py — a.* be) 

y 

3C cy{by — pc)-t-3A«a(6a — pa) 4- K(6 2 ya — p i ca) 

z 

3Aacc(ca — ya)-j-SBb^(c^ — yb)-h K (c 2 ap — y-ab ) 


Si Ton applique cette derniere a la resolution de l’equation (5g)> en 

OKuvres de C. — S. II, t. VI. 4<> 
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partant de deux solutions deja indiquees, savoii* 
x = a = i, y=b = i, J = 

et 

x = z = — 19, y ~ ( 3 =— 4 . z = y — 17, 

on trouvera 

,2? r z 

1 /|3 u3 71 

Par consequent on resoudra encore l’equation (5g) en prcnant 
X — l43, / = Il3, - = 71 . 

On a effectivement 

i43 3 + 2.1 13 3 -+- 3. 7 1 3 = 6883734 = 6.71.118.143. 

II importe de remarquer que, si la solution 

x = a, y = (3, ~ = y 

coincidait avec la premiere de cellcs quo l’on deduit par 1 ’autro nie- 
thode de la solution primitive 

x — ci, y— b, z~c, * 

la formule (65) reproduirait cette memo solution primitive, et non 
point une solution nouvelle. 

En terminant ce paragraph©, nous ferons observer que, si les quan- 
tity a, b, c cessaient de verifier liquation ( 16 ), alors, en supposant 
toujours les quantity u, e, w determinees par les formules (r/j), et les 
quantites oc,y, s par les formules (n), ( 18 ) ct(38), on trouverait 

(67) F(x,y, s ) = s'F(a,b,c), 
ou, en d’autres termes, 

(68) Y(x,y,z) = F{a, b, c) [F(«, (3, y)] 3 , 
et, par consequent, 

(69) F(g, y,M) = Ha, ur , 
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Cela pose, il est clair que, si Ton parvienl a decouvrir divers systemes 
de valeurs de m, n, r propres a verifier l’equation du troisieme degre 

17°) T— : 1 —X — ) = 1 ' 

chacun de ces systemes fournira une solution correspondante a 1’equa- 
tion 

(71) F(jr,j,5) = F(a, b,c). 

Dans un autre article, nous montrerons le parti qu’on peut tirer des 
formules semblables a la formule (29) pour resoudre en nombres en- 
tiers des equations homogenes entre plusieurs variables x, v, 2, .... 
quel que soit le nombre de ces memes variables. 



APPLICATION 


DU 

CALCUL DES RESIDUS 

a l’int^gration 

DE QUELQUES EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIItES 
ET A COEFFICIENTS VARIABLES. 


Proposons-nous d’abord d’integrer I’equation differentiellc 
/ d tl y a { d n ~ l y a 2 d n ~*y 

\ dP‘ + A-r + B d^=~L + (A# ~B)* +- ' • 

( i) < 

_i_ dy ru 

l ( Ax -t- B )' J_1 dx * + ' (Ax ■+. B )« y ~ ’ 

dans laquelle A, B, a 2 , a a designent dcs quantiles con- 

stantes; et faisons, pour abreger, 

, . ( F(r)=A“r(/- — i). ..(/•— n + i) 

\ 2 / ] 

( 4- A /*(/* — — /i 4 - 2 ) 4 - ... 4 - i A/' 4- #/*• 

II est clair que, pour satisfaire a l’equation (i), il suffira de prendre 

(31 r ?(' , )(Ag-i-B) f 

7 ° l(*V))) ’ 

?( r ) designant une fonction arbitrage de r qui ne devienne pas infinie 
pour des valeurs de r propres a verifier la formule 

(4) F(r) = o. 

Effectivement, si l’on substitue la valeur prec^dente de y dans le pre- 
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mier membre de I’equation (i), ce premier membre se trouvera ve- 
duit ii 

p F(r) o(r)(A.x -+- B ) r ~ a 

<D) £ — — =”■ 

D’ailleurs, les valeurs de o(r), o'(r), qui correspondent aux diverses 
racines egales ou inegales de 1 ’equation ( 4 ), pouvant etre choisies arbi- 
trairement, ii est aise de reconnaitre quo la valeur de v, fournie par 
l’equation (3), renfermera un notnbrc n de constantes arbitrages. 
Done, l’equation (3) sera I’integrale generate de 1’equation (i ). 
Considerons maintenant 1’equation differentielle 


d n y a x d n ~ l y r?, d n ~ i r 

dx' 1 "'"AiT-i-B dx (Ax -+- dx l ~ t '*~"' 

_| a ' l ~ 1 _!_ 12,1 y— fly . ) 

(A-r + B)"- 1 «te^(Aar+B)* y— 


On posera 
(7) 


__ p x) (Ax-+- B) 1, 

^ «F(r))) 


Pour que les derivees de cette derniere valeur dey, depuis la derivee 
du premier ordre jusqu’a celle de l’ordre n — i, conservent la forme 
qu’elles prendraient si Ton remplagait t[(r, x) par y (r), il suffira d’ad- 
mettre que Ton a, pour toutes les valeurs entiferes de m inferieures ii 
n — i, 


( 8 ) 


/ (Ax + B) 


r(r — i). ..(/• — jw + i) 


dx 


((F(r))) 


Ajoutons que, si cette condition est remplie, on tirera de I’equa- 
tion ( 6 ), en y substituant la valeur de y donnee par la formule ( 7 ), 


(9) A" -1 P ( A# -t- B y-n+-i 


._ n+ .i r(r — 1 )... (/• — « + a) _ 


dx 


((F(r))) 


= /(^)- 


Toute la question se reduit done a dbterminer la fonction de 

manifere qu’elle verifie les equations ( 8 ) et ( 9 ). Or, comme on aura 
generalement [en vertu de la formule (63) de la page 36], et en pre- 



APPLICATION I)U CALCUL DUS RlilSIDUS 


318 

nant m < n — i , 
no) 

<<i) 


r /•(/•— 0... (/•—/«+ i) 

«F(r))) ' 

A" f _ . 

((F(/-))) ■ _I ’ 


il i i st cl ail* que les conditions (8) ct (9) seront remplios, si 1’on sup- 
pose 

<«2) (Aij? -t- — a f(x), 

ou, ce qui revient au meme, 

( i3) '\>{r,x)=kf (As 4- dz -f- <p(/‘), 

• r o designant une valeur particuliere de x, ct <p (r) une fonction arbi- 
t fa ire de r. Par suite, 1 ’equation (7) donnera 

rTtOlA^ + B)' , r X (a^Tb) (A=+B)— /(»)* 

Cette dernibre formule est precisement [’integrate generate de I’equa- 
tion (1). 


Exemple. - Si l’equation (6) se reduit a 


(JO) 

on trouvera 


d-Y i_ dy , I 

dx 3 -h i dx (x -h 1)' 


= /(■*)> 


F(r) = ;•(/• — 1) ~ + 1 = (/• — I )s j 


et la formule (14) donnera 

i v — o ?Sl2 ( a? + i) r r X„ (- + 1 ) + 

(j6 ) (" 0 ((O’ — i ) 4 )) + o (( (,- — i) 3 >) 

= (® + 0 [V(0 + ?(0 1(* 4 - 1) + r j(£±i) /( -) dz J . 
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Done, en designant par £, s' les constantes arbitraires o; il, z r, on 
aura 

0") ,v= (j: + 1 ) I £'-i- S l(.r H- 1 ) -+- j" l(i~)/(5)rf; 

L *■ * 

II est bon d’observer que, pour transformer les equations (1) et (G 
en equations differentielles lineaires a coefficients constants, il suftit 
d’efTectucr un changement de variable independante, et de poser 

(18) A.r-t-B = e'. 

Si 1 ’on transforme ainsi l’equation (10), en prenant 

(19) x + i = e‘, 
cette equation deviendra 

/ v y fy , *# , , 

( 3 °) ^-2^+j = e-‘y ( e‘-i), 

et son integrate generate, donnee par la formule (14) de la page a 54 ,’ 
sera 

(21) y = 3 1 ) -h f ( t — s)e t * rS f{e s — i )d$< 

t 0 designant une valeur particuliere de t et s une variable auxiliaire* 
Si inaintenant on a egard a la formule (19) et si Ton subslilue a la 
variable' s une autre variable z determinee en fonction de s par Fequa- 
tion 

(22) ~ -h i = e s , 

la valeur precedente de v se reduira evidemment a cel le que presente 
la formule ( 17). 



DEMONSTRATION 


DU 

THEOREME GENERAL DE FERMAT 

SUR 

LES NOMBRES POLYGONES. 


Extrait des Memo ires cle Vlnstitut ( 1 ). 


KXPOSITION. 

Le theoreme dont il s’agit consiste en ce que tout nombre entier 
peut etre forme par l’addition dc trois triangulaires, de quatre carres, 
de cinq pentagones, de six hexagones, et ainsi dc suite. Les deux pre- 
mieres parties de ce theoreme, savoir, que tout nombre entier est la 
somme de trois triangulaires et dc quatre carres, sont les seules qui 
aientele demontrees jusqu’a present, ainsi qu’on peut le voir dans la 
T/idorie des nombres de M. Legendre, et dans 1’Ouvrage de M. Gauss 
qui a pour titre : Disquisiliones arithmetics. J’etablis, dans ce Memoire, 
la demonstration de toutes les autres, et je fais voir, en outre, que la 
decomposition d un nombre entier en cinq pentagones, six hexagones, 
sept heptagones, etc., peut toujours etre effectuee de maniere que les 
divers nombres polygones en question, a Texception de quatre, soient 
egaux a zero ou a l’unite. On peut done 6noncer en g6n6ral le theo- 
rfeme suivant : 

rout nombre entier est egal a la somme de quatre pentagones, ou a une 
semblable somme augmentee d’une unite; a la somme de quatre hexagones, 

(•) Memoires de Vlnstitut, t. XIV, i ro s<$rie (ann6es i 8 i 3 , 1814, i8i5), p. 177 et suiv. 
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ou a une semblable somme augmente'e d’une ou de deux unile's; a la somme 
de qualre heptagones, ou a une semblable somme augmentee d’une, de 
deuce ou de trois unites ; et ainsi de suite. 

La demonstration de ce theor'eme est fondee sur la solution flu pro- 
bleme suivant : 

Decomposer un nombre entier donne en quatre carres, dont les racmes 
fassent' une somme donnie. 

Je reduis ce dernier probleme a la decomposition d’un nombre en- 
tier donne en trois carres, en faisant voir que, si un nombre entier est 
decomposable en quatre carres dont les racines fassent une somme 
donnee, le quadruple de ce meme nombre est decomposable en quatre 
carres dont l’un a pour racine la somme dont il s’agit. II est aise d’en 
conclure que le probleme propose ne peut etre r6solu que dans Ie cas 
oil le carre. de la somme donnee est inferieur au quadruple de rentier 
que I’on considfere, et ou la difference de ces deux nombres est decom- 
posable en trois carres; ce qui a lieu exclusivement lorsque cette diffe- 
rence, divisee par la plus baute puissance de 4 qni s y trouve contenue, 
n’est pas un nombre impair dont la division par 8 donne 7 pour reste. 
Si aux deux conditions pr6cedentes on ajoute celle que le nombre en- 
tier et la somme donn6e soient de meme espbee, e’est-a-dire, tous deux 
pairs, ou tous deux impairs, on aura trois conditions qui devront etre 
remplies, pour qu’on puisse resoudre Ie probleme dont il s agit. Mais 
on ne.doit pas en conclure que la solution soit possible toutes les fois 
qu’on pourra satisfaire a ces memes conditions. Pour qu on soit assure 
d’obtenir une solution, il faut, en outre, et il suffit, que la somme 
donn§e soit superieure, ou egale, ou inferieure au plus d une unite a 
une certaine limite dont le carre augment^ de 2 6quivaut au triple du 
nombre donn6. 

En appliquant ces principes aux nombres impairs, ou impairement 
pairs, on reconnait facilement que tout nombre entier impair, ou divi- 
sible une fois seulement par 2, peut 6tre decompose en quatre carres, 
dont les racines fassent une somme donnee, toutes les fois que cette 

OEuvres de C . — S. II, t. VI. ^ 
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somme cst un nombre dc meme cspeee, compris outre dctix limites 
dontles carves sont respectivcment le triple ct Ic quadruple du nombre 
donne. 

On demontre avec la meme facilite quo tout nombre cntier, quel 
qu’il soit, peut etre d ('compose en quatre carves, dc manierc que la 
somme des racines soit comprise cnlrc les deux limites qu’on vient 
d’enoncer. On doit seulement, excepter, parmi les nombres impairs, les 
suivants 

i» 9 j O) i", 19, atji ^15 

et, parmi les nombres pairs, tous ceux qui, divises par une puissance 
impaire de 2, donnent pour quotient un des nombres premiers 

i, 3, 7, 11, 17. 

A I’aide de ces propositions et de quelques autres semblables, on 
parvient sans peine, non seulement a prouvcr quo tout nombre entier 
est decomposable en cinq pentagones, six hexagoncs, etc.; mais encore 
ii effectuer cette decomposition, de telle sorle que les nombres compo- 
sants soient tous, a l’exception de quatre, egaux a zero ou a l’unite. 


ANALYSE. 


Si l’on designe par m et t deux nombres entiers quelconques, le 
terme general des nombres polygones de l’ordre m 2 sera, comme 
l’onsait, 

(0 m (----) ■+■ l- 

Si dans cette formule on fait successivement m = 1 , m = 2, m = 3 , . . . , 
on obtiendra les termes generaux des nombres triangulaires, carr^s, 
pentagones, hexagones, ..., qui seront respectivcment 


P + t - t[lt — 1) 

— - — > t s , - v L, 3 t' — t, .... 

2 2 

De plus, on doit remarquer que les deux plus petites valeurs de la 
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formule (i), correspondantes a t = o, t = i, sont, pour toutes les va- 
leurs possibles de m, o et i; en sorte que zero et l’unite font partie de 
chaque suite de nombres polygones. Cela pose, je vais demontrer, rela- 
tivementhces memes nombres, le tbeoreme general de Fermat. Comme 
la chose est deja faite pour les nombres triangulaires et les carres, il 
suffira de prouver le tbeoreme a l’egard des autres nombres polygones. 
On y parvient a l’aide de quelques propositions subsidiaires que je vais 
■commencer par etablir. 

TheorEme I. — Soient a un nombre entier quelconque, et la plus 
haute puissance de 4 qui puisse dimer a; pour que l' on puisse resoudre en 
nombres entiers x , y, z l' equation 

(i) a — j? s 4- y* 4- s*, 

il sera necessaire, el il suffira que le quotient ne soit pas de la Jorme 
8 ra 4- 7 . 

Demonstration. — On sait, en eflet, que l’equation ( 1 ) peut etre re- 
solue toutes les fois que a est de l’une des formes 4^ + i,-4 n + 2 < 
8n 4 - 3; et qu’elle ne peutl’etre lorsque a est de la forme 8 n 4 - 7 . De 
plus, si a est divisible par 4, oc, y, z seront necessairement pairs; etsi 
Ton fait, en consequence, x = ax', y= 2 y', z= 2 z', l’equation (1 
deviendra 

2 =*'*4- v' 2 4-5' 3 . 

4 J 

Si a est divisible deux fois par 4; f, z', dans l’equation prece- 
dente, seront necessairement pairs; et, par suite, x, y, z seront divi- 
sibles deux fois par 2 . En general, si a est divisible par 4*» tv, y, z 
devront etre divisibles par 2 “; et si Ton fait, en consequence, 

j? = 2 “cr„ y= 2 <t y l , - = 


l’equation ( 1 ) deviendra 


a 

4“ 


= «?+/,+ 



(2) 
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Si done — n’est plus divisible par 4> on pourra loujours resoudre 
l’equation (2), et, par suite, l’equation (r), a moins toutefois que 
^ ne soit de la forme 8n-t 7; auquel cas les deux equations dont il 
s’agit deviendraient insolubles. 

Corollciire I. — On deduit facilement du theoreme precedent une 
condition a laquelle doivent satisfaire deux nombres donnes k et s, % 
pour que Ton puisso decomposer le premier de ces deux nombres, /•, 
en quatre carres dont les racines fassent une somme egale a s. En 
effet, supposons que Ton parvienne a resoudre simultanemcnt en 
nombres entiers les deux equations 

( 4 =i 3 4 -« s 4 - <> 2 +<i' a , 

W ) ] 

( S zzi t -f - U H- (’ -f- tT*. 

On aura evidemment 

kk = (t + u 4- c 4- «-)* -4- ( /. 4- it — p — ft-) s 

. 4- (t — u 4 - (’ — <r) s 4- (/ — u — (> 4- ir)2; 

et, par suite, 

(4) 4A- — .?*=: (t-h u — v — »T')* - 4 - (t — U 4 - (’ — ff’) a 4 - — a — (> 4- u-) s . 

On pourra done alors decomposer l\k— s 2 en trois carres, et, en 
consequence, 4 k — ne pourra fitre do la forme 

4“(8« 4 - 7 ). 

De plus, les deux nombres k et s devant toujours dtre de meme es- 
pece, cest-a-dire tous deux pairs, ou tous deux impairs, si k est un 
nombre pair, 4 k — s 3 sera divisible par 4* et l’equation (4) ne 
pourra subsister, a moins que les trois nombres t-hu — v — w, 
t — u -h v — w, t — u — e 4 - nv ne soient divisibles par 2. Dans la 
m£me hypothese, cette equation deviendra 
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et, pai suite, 



etant decomposable en trois carres, ne pourra etre de la forme 

4a (S/i _h 7). 

En resumant ce qu’on vient de dire, on obtiendra les propositions 
suivantes : 

Si k est un nombre enlier decomposable en quatre carres donl les ra- 
tines /assent une somme egale as, l\k pourra tire decompose en quatre 
carres dont I’un soil s~. 

Si k est un nombre pair decomposable en quatre carres dont les ratines 
/assent une somme egale a s, il sera egalement decomposable en quatre 

carres dont I’un soit ( ■ 

Dans tous les cas possibles, la valeur de l\k — s- sera positive et ne 
pourra tire de la /orme 4“ ( 8 n -+- 7 ) . 

Ainsi, pour que le nombre k puisse etre decompose en quatre carres 
dont les racines fassent une somme egale a s, il est necessaire que s 
soit un nombre de meme espece que k, inferieur a \/'4£, et ne soit pas 
de la forme 

4 *( 8 « + 7). 

Lorsque s satisfait aux trois conditions precedentes, on ne doit pas 
toujours en conclure que la decomposition soit possible. Elle le sera, 
en effet, si la valeur de s satisfait encore a une quatrieme condition, 
celle de surpasser \JZk, ou meme \/ 3 k — 2 — 1, comme on le verra ci- 
aprbs (th6oremes III et IV). 

Theor^me II. — Si les trois nombres x, y, z salis/ont a l’ equation 
(1) A = x ! + 3 s , 

la somme de ces trois nombres sera necessairement comprise entire les 

limites _ 

/a, y /3 a. 
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Demonstration. — En effet, on a evidcmment 

(j! + ^ + 5 ) ! = * s + y°- 4- J 2 4- 2 xy 4 - a xz 4- a rc > x- 4- y- 4- 5 s ~ a, 

(.r -by 4- s) 2 < (jt 4- y 4- -s) 2 4- (x — j) a 4- (.r — ?)* 4- (y — s) 2 =r 3ff; 

d’ou l’on conclut, en extrayant les racincs carrecs, 

,t -f- y *4~ y u > 

x -h / - 4 - z < y3 ct , 

Corollaire I. — II est bon d’obscrver quo, dans le theoreme prece- 
dent, les signes < et > n’exclucnt pas 1’egalite. En diet, x 4 -y 4- 5 
devient egal a \/a lorsqu’on suppose y = o, 5 = 0 ; et a \j'$a lorsque 
x = y = 5. En general, si la somme do n earres diflercnts est egalc a a, 
la somme des racines sera comprise entro s/a et \fna. Cette dernifere 
somme atteindra la limitc inferieure si tout.es les racines sont 
nulles, a l’exception d’une seule; et la limitc superieure s/na si Loutes 
les racines sont egales entre elles. G’est eequ’il est lacilo de demon- 
trer, soit par la methode qu’on vient d’employer, soit par la theorie 
des maxima des fonctions de plusieurs variables. 

Theoreme III. — Soienl k un nombre pair pris a volontd, ct s an autre 
nombre pair compris entre les limiles 


y/3/f — 1 , sf/[k. 


On pourra toujours rdsoudre simidtanement en nombres entiers les deux 
equations 

[ k = t* 4- «* 4 - <’ s 4 - «’*, 

(0 

.( s — t -4- u -+* v -4- tv , 


a moins que 
ne soit de la forme 



4 “( 8 « 4- 7). 


Demonstration. — En effet, si k — sj ' 11 ’est pas de la forme 
4 “(8n4-7), on pourra toujours ( voir le theorfeme I) resoudre on 



327 


SUR LES NOMBRES POLYGONES. 
nombres entiers Pequation 

(2) k— =^+^ 4 - z s , 

* 

pourvu que l’on ait £> (^) S ou $<vP. Si, de plus, * est supe- 
rieur a 

\/3X— 2 - 1 , 

on aura reciproquement 

3 /*r 2 s -7- 3 . 

D’ailleurs, en vertu du theoreme precedent, on tire de l’equation (2'! 
jp -t- / -+- 3 < ^ / 3 k — | s % . 

Done a fortiori 

(3) x + r + 5 < y/ s 3 -(- 25 h- 3 — -+- 2. 

De plus, k etant un nombre pair, il suit evidemment de Pequa- 
tion (2) que les huit nombres entiers compris dans la formule 

- s ± x ±: v ± 

2 

a raison des doubles signes, sont egalement pairs, ou, ce qui revient au 
meme, que les huit nombres compris dans la formule 

|s± x ±y± z 
2 

sont des nombres entiers. Mais, en vertu de la condition ( 3 ). le plus 
petit de ces nombres, savoir 

\s — x — y — 3 ' 

2 

doit 6 tre superieur a — 1, e’est-a-dire nul ou positif. Les huit nombres 
entiers dont il s’agit seront done tous nuls ou positifs. Cela pose, il est 
facile de voir qu’on satisfera en meme temps aux deux Equations (1) en 
attribuant h t, u, v, w les valeurs positives que fournissent Pun et 
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l’autre des deux syslemes d’equations 


_ i .V — .r — y — s _ I s — .-r H- -r - 
a ’ a 


?, •<= ,r ■“ y - + 5 , »•= ii±.£±J^i 

14 2 




|-.9 4 -^+r + ; 


, II -- 


a s + ,r n 


r = - ~ 


s — it 4- y 


- 3 tr : 


4- ,v — ,r — 


ou, ce qui revient au memo, Tun et l’autrc des syslemes suivants : 

- 3 W nr: £ 4" y 4~ 5, r — t 4" X 4" 5 , iV rm t 4- X -f- y f 


t=z 


J-.v — x — y — z 


(S) 


, is-bx 4-,V 4- 5 

t ~ — 3 w : = t ■ 

a 

Corollaire /. — Lorsque 




r =r= / — ■ ,r — v, \V~ t — X — y. 


*4 


est de la forme 4“(8« + 7), 1’equat.ion (2) nc pout etre r6so!ue en 
nombres entiers. Mais alors il devient impossible de resoudre simulta- 
nement les equations (1), ainsi qu’on l’a prouve ei-dessus (theorcme I, 
corollaire I). 

Corollaire II. — Lorsque k est un nombrc impairement pair, c’est- 
a-dire de la forme 

4« + a, 

( J \ 2 

-sj est necessaircment de l’une des formes 
4 « + 1 , 4 « H- 2 ; 


savoir, de la forme kn-y 1, si 4 est un nombre impair, et de la forme 

4» + a, dans le cas contraire. On peul done toujours alors resoudre 
les equations (1), pourvu que s soit un nombre pair compris entre les 
limit.es 

\/3A — a — 1 , \Jl\k. 

Eacemple. — Soit k = 3 o; on trouvera 

-r- 1 = ^/88 — i <9, \J(\k = y/120 > 10; 
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et, par suite, on pourra supposer s = 10 . Pour determiner les valeurs 
correspondantes de t, u, v, w, j’observe que 

4 — sj = 3o — 23 = 5 = 2 s -4- I s + O. 

On aura done, dans le cas present, 

x — 1 , y—i, z — o. 

Cela pose, les quatre premieres equations (5) donneront 
t — i, u = 2, c = 3, tv— 

On peut aisement verifier ces valeurs. On trouve, eireffet, 

i i + 2 5 -i-3 s -+-4 a = 3o, 

I 4-2+3 -+• 4 = 10. 


On doit observer que, dans le cas present, les quatre dernieres equa- 
tions (5) fourniront, pour les variables t, u, p, w, les memes valeurs 
prises dans un ordre inverse, savoir 

t = U = Z, C = 2, IV = I . 

Cette circonstance a evidemment lieu toutes les fois que z = o, ainsi 
qu’on peut s’en convaincre par la. seule inspection des equations (4). 

Theor^me IV. — Soient k un nombre impair piis a volonte , et s un autre 
nombre impair compris entre les limites 

— 2 — i, 

On pourra toujours resoudre simultanement en nombres entiers les deux 
equations 

k = t S -+- il S *+- V 2 + IT’ 2 , 

(0 

S = t -h £1 -h V -+ IT’. 


Demonstration. — En effet, i\k — s s etant, dans la supposition qu’on- 
vient de faire, de la forme 
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8 n -+- 3, 


42 
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on pourra toujours resoudre, on nombres en tiers impairs x, y, s, 
1’ equation 

(a) 4A-.«* = .»M -y* + z\ 

pourvu que 1’on ait s < Si, tie plus, s cst superieur a 

\JSk — 3 — 1 , 

on aura reciproquement 

3 A’ < ,v 2 4 - 2 , s* 3 ; 

et Pon conclura du second theoreme applique it liquation ( 2 ) 
x +■/ + z < \/i 2 k — 3, s ,s < y/.v s ■+ 8, v - 4 - ia < ,v -+- 4, 
ou, ce qui revient au meme, 


(3) 



> — i. 


Done, a fortiori, chacun des huit nombres compris dans la formule 

x ± x ± y±z 


sera superieur a — i ; et, par consequent, nul ou positifs’il est entier. 

Cela pose, si s — x — y — s est divisible par L\, on satisfera egalement 
aux deux equations (t), en supposant 

■i — x — r — z s — x + y + z x+x — y -h z x+x+y—z 

; , u — j - 1 , r = , IV = >— > 

4 4 4 4 

ou, ce qui revient au mEme, 


(4) 



u — t 




ii’ = t 


x-\ -y 

3 


De meme, si s ■+■ x -i-y + s est divisible par 4» on satisfera aux Equa- 
tions (i) en supposant 

* -4- x -(- y + s s-\-x — y — z s — x-t -y — z s — x — v-4-3 

-—4 — ’ K = — 4 — f,= — r — ’ ,v= — r — 
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ou, ce qui revient au meme, 


(5) t — 




■ l — 


D’ailleurs, s, x, y, z etant quatre nombres impairs. 


s — <x — )* — z, s jc -f- v — f~ -v 

sont deux nombres pairs; et, comme leur soiume 2 s est impairment 
paire, il est necessaire que l’un de ces deux nombres soit divisible 
par 4, et l’autre seulement par i. On pourra done toujours satisfaire 
aux equations (i), en attribuant aux variables l, u, v, w un des svs- 
tfemes de valeurs (4) ou (5). Mais on voit que ces deux systemes s’ex- 
cluent reciproquement. 

Exemple. — Si Ton suppose k = 3i , on trouvera 

y'3 k — a — i = v^ 9 i — i < 9 , \j!ik=\JizC\ > 11 . 

On pourra’ done faire s = 9 ou s = 1 1 . 

Si l’on suppose d’abord s — 9, on trouvera 

4 A: — s ! = 43 = 5 2 -t- 3 ! + 3 s , 
x = 5, /= 3, 3 = 3; 

et, par suite, les equations (5) donneront 

t — 3, u — 2 , c = 1 , <r = 1 . 

On a, en effet, 

5! +2 S + iS + i5— 3i, 

5 + 2 -t- I H- I = 9 . 

Si l’on suppose en second lieu s = 1 x , on trouvera 

4*4- — 5 s = 3 = I s + I s + 1 5 , 
x — i, y — i, 3 = 1; 

et, par suite, les Equations (4) donneront 

t = 2 , «= 3, e = 3, tr = 3. 
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On a, en effet, 

a s + 3 s 4-3 2 + 3 2 = 3i, 
a ~ f - 3 — f- 3 —i— 3 tzz it, 

TriEORtoE V. — k etant un nombre ender quekonque, il existe toujours, 
entre les limites 

s/'ik — a — r, \/ 4 /- , 

au moins un nombre entier de mAme espe'ce que k, c ’est-d-dire pair, si k esl 
un nombre pair, et impair si k est un nombre impair. 

Demonstration. — En effet, la difference entre les limites 

'Jilt — a — i, \J1\ It , 

savoir 

i -t- yVi It — j 3 It — a , 

qui est egale a 2 : i° lorsqu’on fait k = 1 ; 2 0 lorsqu’on fait k = 9, n’a 
qu’un seul minimum, 1+ y/|> correspondant ix k — Cette diffe- 
rence est done superieurc a 2 lorsqu’on suppose 

k > 9 > 

etcroit meme alors ind^finiment avec la quantity k. Par suite, toutes 
les fois que k surpasse 9, il doity avoir au moins deux nombres entiers 
compris entre les limites 

v/3 k — a — 1, y/4 J-; 

et l un de ces deux nombres entiers est necessairement de m£me espece 
que le nombre k. 

D ailleurs, si 1 on donne successivement a k toutes les valeurs en- 
tires possibles depuis 1 jusqu’k 9, on trouvera toujours des nombres 
entiers de m6me espfece que k compris entre les limites 


\/3 A — 2 — 1 , jljk. 
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Ces nombres entiers seront respectivement 

Impair. Pair. 

Pour k = i i 

2 3 

3 3 

4 4 

5 3 

6 4 

7 5 

8 4 

9 •• 3 

II est done prouve qu’a une valeur quelconque de k correspond™ 
toujours un nombre entier de meme espece compris entre les limites 

— i — sfUc. * 

Gorollaire I. — Si l’on suppose k = 121, on aura 

\lTk — 2 — I — I 8, = 22 = iS -+- 4- 

Par suite, si l’on fait £> 121, la difference entre les limites 

v/3 k — 2 — 1 , v/P 

surpassera 4. II existera done alors au moins quatre nombres entiers 
consecutifs, compris entre les limites dont il s agit; et, parmi ces 
quatre nombres, il y ert aura necessairement deux de meme espece 
que le nombre k. 

Tiieoreme VI. — k etant un nombre entier quelconque, il exisle toujours 

entre les limites __ 

sJU, \fik 

au moins un nombre entier de meme espece que k, a moms toulefois que k 
ne soit un des nombres impairs 

1, 5, 9, 11, 17. '9> 2 9> 4i, 

ou bien un des nombres pairs 

2, 6, 8, 1 4, 2 'i> 34. 
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Demonstration. — En effet, si l’on suppose 56, on aura 

k — \ji k > •?. ; 

et, par suite, il y aura toujours, entre lcs limites yj'ik, \/4 k, deux 
nombres entiers, dontl’un sera de meme cspcce que k. De plus, si l’on 
donne successivement a k toutes les valeurs enticres possibles depuis 
i jusqu’a 56, on ne trouvera d’exception au theoreme que pour les 
nombres ci-dessus enonces. 

Corollaire I. — On peut remarquer que, parmi les nombres pairs qui 
font exception a la regie generate, les seuls qui ne soient pas divisibles 
par 4 sont les suivants : 

a, 6, i/J, 22 , 34. 

Les deux autres, savoir, 8 ct 2/j, etant divises par 4, donnent pour quo- 
tient 

a ot f>. 

ProbiAme I. — Determiner les valeurs de k pour lesquelles il est impos- 
sible de resoudre siniultanement en nombres entiers les deux equations 

( k=t i +u i -\- c* -+- « ,s , 

(0 

( +« + c + w, 

de maniere que la valeurde s soit comprise entre les limites \f6k, \jl[k. 

Solution. — Supposons d’abord que k soit un nombre impair, ou 
impairement pair. Alors, en vertu des theoremes III, IV et VI, on 
pourra toujours resoudre les equations ( 1 ) de manifere que s satisfasse 
a la condition exigee, a moins que k ne soit un des nombres impairs 

( 2 ) '» 5 » 9 > 17. 19. 29, 41, 

ou bien un des nombres pairs 

( 3 ) 2, 6 , i 4 , 22, 34. 

Supposons, en second lieu, que£ soit divisible par 4» et faisons 

(4) /r = 4 “^, 
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a etant egal ou inferieur a l’exposant de la plus haute puissance de 4 
qui puisse diviser k; on pourra evidemment resoudre Ies equations (i), 
avec la condition exigee, si Ton parvient a resoudre en nombres entiers 
les suivantes 

( /i'= t n -t- «'*-+- r' 2 -T- iv' 3 , 

(а) 

* s' — t' u' •+• r' -t- (v 1 , 

de maniere que s' soit compris entre les li mites y JJP, \jl\k'-, car il sui- 
fira dans ce cas de faire 

t=.2 a t', 11 = 2*11', <• = 3“c', «’ = 3*t1 1 ', 

S= 2*s'. 

De plus, si l’on prend 4“ egal a la plus haute puissance de 4 qui puisse 
diviser k, k! sera necessairement un nombre impair ou impairement 
pair; et, par suite, les equations (5) seront resolubles avec la condition 
exigee, a moins que k' ne soit un des nombres compris dans les 
series (2) et (3). Enfin, si k' est un des nombres 

1, 5 , 9, 11. 17. 19, 29, 41, 

il suffira de diminuer, dans l’equation (4), a d’une unite, pour que k' 
acquiere une des valeurs suivantes 

(б) 4, so, 36, 44, 68, 76, 1 16, i64; 

et comme, pour ces diverses valeurs de k', on peut resoudre les equa- 
tions (5) avec la condition exigee (uoir ci-apres, scholie I), il en resulte 
que, parmi les valeurs de k divisibles par 4 . les seules qui fassent ex- 
ception h la rfcgle gen&rale sont celles qui sont de la forme tfk, k' 
etant un des nombres 

2, 6, 1 4, 22, 34. 

En resumant ce qui pr4cbde, on voit qu’on pourra toujours resoudre 
les equations (x), de manifere que s soit compris entre y/3 k et y'4£; a 
moins que k ne soit un des nombres impairs compris dans la serie ( 2 ) ou 
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bien un nombre pair de l’une des formes suivantcs : 


(7) 


2 2 “+‘l, 2 2 “ +1 3, 2 2 k+i 7 , 2 s * +1 I1, 


a 2ot+1 17. 


ScholieJ. — Nous avonsdit ci-dcssus que, en prenant pour k un des 
n ombres 

4, 20, 36, 4-1. 68, 76, ufi, 1 04, 
on pouvait toujours resoudre simultanement los deux equations 


( 8 ) 


( k = t s 4- u- -+- < ,s -4- (r a , 

| S — ■ l -+- U "1— f -i- (V, 


de maniere que s fut compris entre les limites \/3 k, C’est ce qu’on 
peut aisement verifier de la maniere suivante. 

Si I’on cherche successivement, pour chacune des valours de k dont 
il est ici question, les nombres pairs compris entre les limites \J3J, 
V4 on trouvera 

Nomln'ii. 


Pour 4= 4 4 

20 8 

36 12 

44 12 

68 j(5 

76 16 

”6 20 

i64 24 


Cela pose, il est facile de voir que, si Ton prend pour s le nombre situe 
dans la Table precedente vis-a-vis de chaque valeur de k, la quantite 



ne sera jamais de la forme 

4«(8/i + 7 ). 


Par suite [voir le theoreme III), enadoptant cette valeur de$, qui rem- 
plit la condition exigee, on pourra resoudre simultanement les equa- 
tions (8). 

Schohe II. Si Ton prend pour k un quelconque des nombres com- 
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pris dans la serie ( 7 ), la valeur de s ne pourra jamais etre renfermee 
entreles limites \'3X-, \fkjc. Mais il sera facile de determiner dans cefte 
hypothese les diverses valeurs que s peut obtenir. En effet, si la valour 
de k est donn^e par l’equation 

(9) 

celle de s sera necessairement de la forme 

(10) 5 = 2“^, 

s etant un nombre tel qu’on puisse resoudre simultanement les deux 
equations 

(2 k, = tf + uj + v* + wj, 

(”) 

[ S,= t, + «, -h 

Pour le prouver, observons qu’on ne peut resoudre en nombres entiers 
l’equation 

( ( 2 ) 2- a+1 k, = -f- U* + (’* -+■ IP* 

dans le cas oil a surpasse zero, a moins de supposer que t, u, e, iv sont 
des nombres pairs; d’ou il est aise de conclure que, si Ton fait succes- 
sivement a = i, a= 2 , a = 3, .... on ne pourra resoudre la meme 
equation en nombres entiers, a moins de supposer que chacun des 
nombres t, u, v, w est divisible une fois, deux fois, trois fois, etc. 
par 2 . Ainsi, a ayant une valeur determinee superieure a l’unite, il 
faudra, pour resoudre l’equation ( 12 ) en nombres entiers, supposer 

t = 2 a t n K = 2 a M„ (> = 2«t> ; , U’ = 2“(V / ; 

d’ou Ton conclura 

J = l+«+P+ wz= 2 a {t t + U, + H- W,) — 2 a S„ 

les quantites i t , s,, t„ «„ v„ w, etant respectivement assujetties aux 
equations ( 11 ). 

Si 1’on prend successivement pour 2 k, les nombres pairs 

2 , 6, 14 , 22 , 34, 
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les valeurs correspondantcs do s, seront respectivement 

Pour 2k, = 2 = i + i */ ~ 

6 = 4 + 1 + > 4 . 

i 4 = 9 + 4+1 6, 

22 = 9 “E 9 4 “ 1 6 + 4 "l" i ■+ i 8, 

34 = 35 + 9 = 16 + 9 + 9 8 ou io. 

Ainsi les seules valeurs de s qui puisscnt correspondro aux valours de 
Uprises dans la serie 

2 2 « 4 -‘l, 2 2 a+, 3 , 2 5a+1 7, 2 S “‘ W 1 1 , « 56t+I 17 

seront respectivement 

2 W I, 3 5H_1 2 , 2 24 ' 1 3 , 2 a+ ’* 4 , 2 2+1 4 OU 2 a+1 3 . 

ProblEme II. — Determiner les valeurs de k pour lesquelles il est impos- 
sible de resoudre simultandment en nombres enliers les deux equations 

( /,■ = i 5 + « 2 + (> 2 + »'% 

(1) 

( s — l ■+■ U *+- r -4” 

de maniere que la valeur de s soit comprise entre les limites 

\/‘i k — 2 — I , \/' t k . 

Solution. — II suit immediatementdes theoremcs IV et V qu’on pout 
resoudre simultanement les equations (i), de manure a remplir la con- 
dition exigee, toutes les fois que k est un nombre impair. Nous avons 
fait voir, en outre (probleme precedent), qu’en prenant pour k uu 
nombre pair, on peut toujours resoudre les equations (i), de manifere 
que ^ etantinf&rieur a <J/\k soit superieur h \f$k, et a plus forte raison 
a v/34— 2 — 1 , k moins que la valeur de k ne se trouve comprise dans 
une des series 

J 2 ) 8, 32 , 128, ..., 

I 6, 24, 96, 384 , 

(2) < i 4 , 56 , 224, 896, ..., 

I 22, 88, 352 , i 4 o 8 , . . . , 

\ 34 , 1 36 , 544 , 2176, 
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dont les termes generaux sont respectivement 

2 sa+1 I, 2 sa+l 3 , 2 SX ’"* 7, I 1 . 2^ 17. 

Enfin, d’apres ce qu’on a dit plus haut (scholie 11), les plus grandes 
valeurs de s qui puissent eorrespondre a ces diverses valeurs de k sont 
respectivement 


d’oii il est aise de conclure que, dans les series que Ton considere, les 
seuls termes pour lesquels la valeur de s reste comprise entre les 






X ombres. 


Pour la 

jro 

serie 

2 , 

8, 




2® 

)> 

6, 

24 , 

98 , 


» 

3 e 

» 

i4, 

56 , 



)> 

4 e 

» 

22, 

00 

00 

35 a, 

O 

00 

)3 

5 ° 

» 

34, 

i 36 , 

X f r 
0^4, 

2176. 


Si Ton retranche ces memes termes des series (2}, les termes restants 
seront les seules valeurs de k pour lesquelles on ne puisse resoudre les 
equations (1) avec la condition exigee. Parmi les valeurs donl ils’agit, 
les plus petites seront 

32, 123,*. 224, 384, 5>2, 896, 1024 


Corollaire I. — Si l’on donne successivement a k toutes les valeurs 
entieres possibles depuis k— 1, jusqu’a k = 121 inclusivement, on 
n’en trouvera qu’une seule pour laquelle il soit impossible de resoudre 
les equations (1) avec la condition exig6e. Cette valeur unique est 

k = 32 = 2 S * S+I . 

La seule valeur que s puisse recevoir dans cette hypothbse est, d apres 
ce qu’on a dit plus haut, la suivante 

2 S+I = 8, 


qui est effectivement situee hors des limites 

y/przV* 28. 


\f$k — 2 — 1 = — 1 1 



3W THtfORta GfiNJERAL DE FERMAT 

Corollcure II. - Si Ton donne a k unc valour impaire, telle qu’un 
seul nombre impair ^ se trouve compris entre les limites 

v'3 (/. _{_ x ) — 3 _ lf ^ '(X- r) , 

on aura necessairement (theoreme V, corollaire I) 

i H- k <z. i a i . 

Dans la meme hypothese, les seuls nombrcs pairs qui puissent etre 
compris entre les limites 


\/3 ( A- -+- x ) — a—i, v^/c-t-i) 


sont les suivants : 


•1 — 1, s+l. 


D’ailleurs, k+i elan! un nombre pair infiricur it rai, i| Bui , <lu c „. 

“r de 8 »PP»serjt + , = 3a, on trouvera entre les 

limites *>(*+i)- 3 - r, fip + i) un nombre pair .■pour lenuel on 
pourra resoudre simultandment les deux equal ions 

^’ + i = ^ + tl n _}_ ( /2 

S l ^=zt' -f- u’ -f- V* (r'. 

.• aura done nicossairement une des deux valenrs 

savoir o'et°" ‘ < + , = 3: '' °" ,rouV6ra "ombres impairs, 

savo.r 9 et . compris entre les limites |/3Ja^ _ , 0| , 

pourra done enoncer sans restriction le tlieoreme suiyant : * 

Jtr ™- 7 * r °» *« d * « — impairs, te& 

n0mtn mpmr 1 se entre les deter Smites 

V«(* + r)-a-., V^JirTT), 

on ponm. ronybmy n*on^ «n nombres entiers, on *, ^ 


M 


j k -+• i — & + u t 


•+■ V s 4- «* s 
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ou bien les deux suivantes, : 

( k -+- 1 = -+- u'- -J- p* +. «■*, 

( 2 ) ) 

' S — I — t -+- It -f— V — f- W, 

TuEOiifeME VIII. — Soient k et s deux nombres impairs donl le second 
soit compris entre les limites 

\ f $k — 3 — i, v’4*. 

Soient, de plus, m un nombre enlier quelconque superieur a 2, r un 
autre nombre enlier egal ou inferieur dm — 2; et faisons 

( 1 ) A x . = m -+-S+ r. 

Si, en laissant k et m constants, on donne successivement a s et d r 
toules les valeurs possibles, et que Von designe par B* et C* la plus petite 
et la plus grande des valeurs de A* ainsi obtenues, tout nombre entier com- 
pris entre les limites B*, C k sera decomposable enm + i nombres polvgones 
de Vordre m-\- 2. 

Demonstration. — Pour etablir cette proposition, il suffit de faire 
voir : x° que tout nombre entier compris entre les limites 

B*, C/„- 

est une des valeurs de la formule (1); 2 0 que tout nombre compris 
dans cette formule peut etre considere comrae forme par 1 ’addition de 
m -+- 2 nombres polygones de l’ordre m 4-2. 

Pour demontrer la premiere partie de cette proposition, j’observc 
que, si l’on designe par s, la plus petite, et par s . 2 la plus grande des 
valeurs de s qui correspondent a la valeur donn 6 e de k, les diverses va- 
leurs de s, respectivement 6 gales aux divers nombres impairs compris 
entre les limites 

\/ 4 (Ar — a) — 1, \/ 4 *, 
formeront la progression arithmetique 

il + 2, Si -t* 4, ij ^1 2, ijJ 
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et comme on peut fairo successivement 

/’ = o, /* = i , /* = a , . . . , r=./n — 3, /* = ni — a, 


les diverses valeurs de A*, cn commcncant par la plus petite et finis- 
sant par la plus grande, seront rcspectivement 



-f-,v 2 = B/ 0 

B* 4- 1 , 

B* + a, 

•> B*4- ;w— a, 

1 

tc £ 

+ 

Ni 

V 

) -k? 2 — 2 = 8*4* /w — 2 , 

B*4-l4-ttZ — 2, 

4- a 4- fti — a, 

•» B*4-2(m-a), 

*^r 

+ 

« CN 

1 

1 -hvj — 4 = B*-+- 2 (w — a), 

a), 

B*4-a4-»(w — a), .. 

• 1 B*4-3(/w — a), 

Ik — .?i — a N 

) + a = C* — Si ( m — 2 ), 

C*-H— ■»(«/-- a), 

0*4-2 — a(w — a), .. 

‘5 * * 

C*— (/»— 2 ), 

\ » / 

’( l V) 

I 

V-/ 

1 

<5 

0 

II 

+ 

C*+i— (/«— a), 

C*4-a — (w?—- a), .. 

c*. 


Ces diverses valeurs fourniront done lous les termes de la progres- 
sion arithmetique 

B*, B* + i, B4-+-2, C* — 1, C*; 

e’est-a-dire tous les nombres entiers compris entre B* et C*. On - peut 
meme observer que quelques-uns de ces nombres correspondront a la 
fois a deux valeurs differentes de la quantite $. 

II reste maintenant a faire voir que tout nombre entier compris dans 
la formule 

m (~T~ ) + 

peut etre considere comme forme par l’addition de m-1-2 nombres 
polygones de l’ordre to -+- 2. Or, comme zero et l’unit 6 font partie de la 
suite des nombres polygones d’un ordre quelconque, et que Ton sup- 
pose 

r < m — 2 , 

le nombre r peut toujours etre considere comme repr^sentant la somme 
de to — 2 polygones de I’ordre to 4-2. 11 suffira done de prouver que 



SUR LES NOMBRES POLVGONES. 


3i3 


tout nombre entier compris dans la formule 



est la somme de quatre nombres polvgones du meme ordre; et, en 
effet, s etant par hypothese impair, ainsi que k, et compris entre les 
iimites __ 

</ 3 k — 2 — i , 

on pourra, d’apres letheoremelV, resoudresimultanement en nombres 
entiers les deux equations 

( k = t 2 ■+■ M s -+- C 1 -h 

(4). 

(s=X-H«+PH- fv; 


d’oii l’on conclura 

I w (— ) + < 



La formule (3) est done la somme de quatre nombres polvgones de 
1’ordre 2 ; ce qui complete la demonstration du theoremeVIII. 

Corollaire I. — k et m etant supposes constants, la plus petite et la 
plus grande des valeurs que A* puisse recevoir sont, conformement au 
Tableau n° 2, 

j B * = " l (^T" ? ) +Ss ’ 

(6) / /• c \ ' 

Dans ces formules*, et*. designent respectivement le plus petit et le 
plus grand des nombres impairs compris entre les Iimites 

\/ 3 A- — 2 — 1, \ fk %- 


(7) 
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Si maintenant on change k en k- ha et que Ton designe par s\, Ie 
plus petit et Ie plus grand des nombres impairs compris entre les 
limitcs 

(8) y/3(/' -t- :>.) — a — i, y/4(X ; -+-aj, 

les formules (6) deviendront respectivement 
Ba+2 = >» ■+• - V 2 > 

n ( h -+■ — ,s\ \ f 

C^-f-2 m ( J “+“ A’l 4- f>l — 2. 

D’ailleurs il est facile de s’assurer que la difference des deux limites 
\/3 ( k H- a ) — a — i , \JTk ~ a — i 

est toujours inferieure a deux unites. II n’y aura done pas de nombre 
impair compris entre ces deux limites, ou bien il n’y en aura qu’un; et, 
par suite, on aura toujours 

(10) . s', =4, ou bien s', = s, -+- a. 

De meme, la difference des deux limites 

v/4(A>-t- a), \Jl\7i 

etant toujours inferieure a deux unites, on aura neeessairement 

(11) s' a = S t OU 4j=A2-!-2. 

Cela pose, la premiere des equations (9) se reduira evidemmenl a l’une 
des deux suivantes 

( ,a ) B*+i := B* + WJ, B*+. t = B* -t- 2 ; 

et la seconde des equations (9) a l’une de celles qui suivent 

f 1 ^) C *+5 = C* in, Cx-+2 = C* H- 2. 

£)n aura done, dans tous les cas possibles (to Slant > 2), 
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Ci+j > C*. 
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Qm-4 > Ca--h2, Ca-*-6 >* • 

Si done on met successivement a la place de & les differents termes de 
la progression arithmetique 

k, k -i- 2, A - -+- 4, A - + 6, . . . , 

les valeurs eorrespondantes de C*, que nous representerons par 

Ci+j, C*+*, (/*.+*, . . . , 

seront toujours croissantes ; et, comnie ces m ernes valeurs sont entires, 
elles finiront par devenir plus grandes que toute quantite donnee. 

CoroUaire II. — Chacun des nombres C*, C* +2 , ... est decompo- 

sable enm+2 nombres polygones de l’ordre m 2. 

Theor£me IX. — Soient k un nombre impair quekonque, s t le plus petit 
des nombres impairs superieurs a la lirmte \] 3 k — 2 — 1 ; et faisons 

( 1 ) C* = m ~ ^ +i, + m-2, 

m etant entier et 2. Soit, de plus, C * +2 ce que derienl C* lorsqiion Tem- 
plate k park -f- 2. Chacun des nombres entiers compris entre les limites 

C*, 

sera toujours decomposable en tn + i nombres polygones de I’ordre 
m -+■ 2. 

Demonstration. — On doit distinguer deux cas differents, suivant que 
le nombre des entiers impairs compris entre les limites 

\Jik — 2 — 1, y/ 4 (Ar-(- 2) 

est sup 6 rieur ou simplement egal a I’unite. 

Supposons d’abord qu’il existe deux ou plusieurs nombres impairs 
OEuvres de C S.II,t.VI. 44 
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compris entre ces memes limites. Alors, on adoptant les memes nota- 
t,ions que dans lcs theoremes precedents, on trouvcra 

,S 2 

Cela pose, la premiere des equations (9) (theoremc precedent) don- 
nera evidemment 

R*+»< m ^ 'j -+- •’>■/ 4- 3 

ou, ce qui revient au memo, 

(a) — »i + 4<Ci+ 1 

[m devant etre > 2). D’ailleurs nous avons fait voir (theorbmc prece- 
dent) que tout nombre entier compris entre les limites 

B*, C/. 

est decomposable cn rn + 2 nombres polygones de l’ordrc m -+- 2. La 
meule proposition, etant applicable aux nombres entiers compris entre 
lcs limites 

Bah-s, C^. +a , 

le sera encore a fortiori, en vertu de la condition (2), aux nombres 
entiers compris entre les limites 

C* ■+ 1 , C* +a ; 

et comme C* peut etre aussi decompose de la meme maniere, il en 
r 4 sulte que le theorbme IX est deja demontre pour le cas ou piusieurs 
nombres impairs se trouvent compris entre les limites 

y/3 k — 2 — 1 , y/4( F+"a j. 

Supposons en second lieu qu’un seul nombre impair se trouve com- 
pris entre les limites dont il est ici question. II n’y en aura qu’un seul, 
^plus forte raison, entre les deux suivantes 

sfiT* + 1) — 2 — 1 , v/ 4 (A r +i') ; 

et, par suite du theoreme VII, on pourra toujours resoudre simultane- 



SUR LES NOMBRES POLYGONES. 


347 


ment en nombres entiers, on les equations 


(3) 


J k -t - 1 = t* -+- m 5 ■+■ p* ■+■ cr 2 , 

1 S t I — t -r- If -j- {' -j— (V, 


ou bien les deux suivantes : 


k+i — P-b r 2 -+- «•*, 
s, — i = t -+- u -h «’ -i- 


Dans la meme hypotbese, on aura necessairement 


et, par suite, 
( 5 ) 



■+* Sj -t- ni — C/ t - +2, 


D’ailleurs, comme le nombre C A et tous les entiers compris entre les 
limites 

Ba+Sj 


sont decomposables en m -+- 2 nombres polygones de l’ordre m -+- 2 , il 
resulte deja de 1’equation (5) que, parmi tous les termes de la suite 

C*, C* -+- 1 , C* + 2, . . . , C*+s — 1 , Cam-9, 

c*-h i est le seul pour lequel on pourrait revoquer en doute la possi- 
bility d’une semblable decomposition. Mais ce nombre, etantegal a 

m +s,+ m — i, 

peut etre, en vertu des equations (3) ou (4)> presente sous l’une ou 
l’autre des deux formes suivantes 


m ( £± l J-± <vl ~ _ a , 

m ( * + + <p> a ~ f ~ K _ * ~ - -) + « + « + p -4- 

et comme, sous l’une ou l’autre de ces deux formes, il est 6videm- 
ment la somme de m -f- 2 nombres polygones, dont m 2 sont egaux 
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a zero ou a l’unite, on voit que tous lcs nombres entiers compris entre 

C, el C4.+2 

' satisfont encore, dans la sccondo hypothese, a la condition enoncee. 

Corollaire I. — II suit de tout ce qui precede, non settlement quo 
les nombres entiers compris entre C A et C A+a sont decomposable^ en 
m + 2 nombres polygones de l’ordre rn + 2, mais encore que la de- 
composition peut toujours etre effectuee de maniere quo m — 2 nom- 
bres polygones soient respectivement egaux a zero ou a l’unite; 

Corollaire II. — La meme proposition est evidemment applicable 
aux nombres entiers compris entre les limites C* +2 , C* +4 , a ceuxqui 
sont compris entre les limites C* +4 , C* +0 » • . . et, par suite, a tous ceux 
qui sont renfermes entre les limites 

C* et Ci+j/, 

k et l etant deux nombres entiers pris a volonte. 

Theoreme X. — Tout nombre entier est decomposable en cinq penta - 
gones, six hexagones, sept heptagones, et en general en rn + 2 nom- 
bres polygones de I’ordre m -+- 2 (m Slant >2). 

Demonstration. — En effet, adoptons pour un moment les notations 
ci-dessus employees (theorfemes VIII et IX). II est demontre par le 
theoreme VIII que tout nombre entier compris entre les limites B A , C A 
peut subir la decomposition dont il s’agit, et par le theoreme IX 
(corollaire II) que la meme propriete appartient a tous les nombres 
entiers compris entre les limites C* et C* +2 {, k et l etant pris & volonte. 
D ailleurs, si l’on suppose k = 1, /= ao, on trouvera 

Ainsi, cn vertu des theoremes VIII et IX, la decomposition 4noncee 
sera possible pour tous les nombres entiers compris entre les limites 
1 et 00; ce qu’il fallait demontrer. 

Corollaire I. Les demonstrations que nous avons donnees des 
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theorfemes VIII, IX et X prouvent evidemraent que la decomposition 
d’un nombre entier en m + 2 nombres polygones peut toujours etre 
effectuee de maniere que m + 2 de ces nombres soient egaux a zero 
ou a l’unite. Par suite, tout nombre entier est £gal a la somme de 
quatre pentagones, ou a une semblable somme augmentee d’une unite; 
a la somme de quatre hexagones, ou a une semblable somme augmen- 
tee d’une oude deux unites; a la somme de quatre heptagones, ou a 
une semblable somme augmentee d’une, de deux ou de trois unites, 
et ainsi de suite. 

Corollaire II. — Si 1 ’on vcut, a l'aide des methodes ci-dessus expo- 
sees, decomposer un nombre entier N en m 4- 2 nombres polygones de 
l’ordre m-\- 2, il faudra eommencer par chercher une valeur de k , telle 
que le nombre donne N soit compris entre les limites 

C*, Ci+j. 

Pour obtenir une valeur approchee de k, on fera 

N = C*; 


et, comme on a g^neralement 
C* = m 

s, etant le seul nombre impair compris entre les limites 


■m — a. 


\j3k — 2 — 1, y3 k — 2 + 1, 

on pourra remplacer, sans avoir a craindre une erreur considerable, 


et 


C* par m 


s, par \j3k — a 

•j \JBk — 


2 


2-hrn — 2; 


par consequent la valeur approchde de k se trouvera determine par 
I’equation 


m , m—2 

N = — k + m — 2 — 

2 2 


\[Bk^ 2 


(0 


2 
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ou, ce qui revient au meme, par la suivantc : 

/ n T m , s "l 2 (m~~ 2 ) 2 /0/ , 

(2) I _X __(N — ;h + 2)J = - v - — j— A- ( 3 A — s). 

Cette derniere equation etant du second degre, on on tirera deuxva- 
leursdeA, dont la plus grande sera celle qui doit verifier I’equation (i). 
La valeur approchee de k etant ainsi connue, on en deduira sans peine, 
apres quelques essais, la valeur veritable avcc Ics valeurs corrcspon- 
dantes des quantites que nous avons designees par 

C*, C* +s , B*+s- 

Cela pose, il suit des theoremes VIII et IX que la valeur de N se trou- 
vera necessairement comprise parmi les nonibres 

( 3 ) B*+-2, R*-l-2 "+■ 1 , • • • » C/.4.J ) , C/h-s, 

excepte un seul cas, dans lequel elle sera egale a 

( 4 ) C/c+i. 

De plus, si la valeur de N est comprise parmi les nombres de la serie (3), 
on pourra faire 

(5) N = — 

/ etant un nombre impair compris entre les limites a )“2 — 1 ,' 

\/40fc-t-2), et r etant — 2 . Dans la m6me hypothbse, on pourra 
resoudre simultanement en nombres cntiers les equations 

^+2 = <»+«*+ v* + <V ! , 

— t — H 11 — j— (v, 


En joignant celles-ci a I’equation (4), on verra que le nombre N est 
egal a la somme des quatre nombres polygones 



augmentee de r unites. 
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On peut determiner facilementles valeurs de s' et de r par le moyen 
de l’equation ( 5 ) mise sous laforme-suivante : 

(7) N — B*+ S =(»i— 2)'^--- -hr. 

En effet, dans cette derniere equation. 


2 

est evideminent le quotient de la division de N — B* +2 par in — 2, et r 
lerestede cette division. On doit seulement observer que, r.pouvant 
etre egal a m — 2, il est permis, lorsque la division donne zero pour 
reste, de remplacer ce reste par m — 2, pourvu qu’on diminue en 
meme temps le quotient d’une unite. II devient meme indispensable 
d’en agir ainsi lorsque N est egal a C*^. 

Dans le cas d’exception, on a 

(8) N = 1 = +s,+ m — i, 

s t etant le seul nombre impair qui soit compris entre les limites 
y/ 3 yfc— 2 — i, V 4 *- Dans le meme cas, on peut resoudre en nombres 
entiers l’un des systfemes d’equations ( 3 ) ou ( 4 ) (tlieorbme IX). En 
joignant un de ces systemes k I’equation (8), on en conclut immedia- 
tement la decomposition du nombre N en m -+- 2 nombres polygones, 
dont m — 2 sont egaux a I’unite ou a zero. 

Exemple. — Supposons qu’il s’agisse de decomposer 1 14 en sixhexa- 
gones. On aura 

® m = 4 , N = n4; 

et par suite l’equation (2) deviendra 

(9) 4 (*_ 56 )‘= 3 *- 2 . 

La plus grande racine de cette meme Equation est, en nombres ronds. 


k = 63 . 
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Pour connaitre le degre d’exactitude de cette valeur de k, j’observe 
qu’on a, pour m = 4» 

| C * = 2 ( A ' + i )— s', 

Cjsm-s = 2 (A* —l— 3 ) — s' t ; 

et comme, dans le cas oil 1 ’on suppose k = 63 , on trouve 

j'=S ; =l3, 

lesvaleurs de C*, se reduisent, dans cette hypothese, k 
C* — 128 — i 3 = ii 5 , C*4.j = r 32 — 13 = 119. 

Le nombre donne u4 n’etant pas compris entrc Jes limites ii 5 et 1 19, 
la valeur presumee de k est necessairement trop forte et doit 6tre 
diminuee au moins de deux unites. 

D’ailleurs, lorsqu’on suppose 

A==6i, 

on trouve 

s, = s t — iZ, C* = ui, Ca--i -2 = i i 5 ; 

et, comme 114 est compris entre les deux derniers nombres, la va- 
leur 61 de k est exacte. Cela pose, on trouvera que s'„, ou le plus grand 
nombre impair compris dans \f^k + 2), est egal k i5; d’oii l’on con- 
clura 

B k+ s= 2 (k + 2 ) —i5 = iii, N — B*+. s = 3. 

L’equation (7) se reduira done k 

( 11 ) 3 = 2 £*ZL£[ + / ., 

et l’on aura, par suite, 



r= r. 
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Cela pose, les equations (5) et (G) deviendront respectivement 

| N = i i4 = a x 63 — 13 - 4 - 1 , 

( 1 2 ) < 03 ~ t* -f- M 2 -+- T 2 -4- (T*“, 

( x3 = £ -h u + (’ 


Pour resoudre les deux dernieres, je fais 

4 x 63 - (i 3 ) 2 = 83 = r s + 3 2 , 

et je trouve 

x = 9? = z ~ 1 5 

d’oii je conclus, a l’aide des formules 

i3 + j+,r + s , » , ^ + - 

* = 4 ’ *-* “ 

les valeurs suivantcs de t, u, v, w, 


. T - t-.V 
(r = / — j 


l = 6, u— 5, p = i, «'=i- 

En adoptant ces memes valeurs, on trouve pour celle deN 

N = u 4 = ( 2 * s — 0- h (2« s — «) + ( a «’*— «') + H-o 

= 66 -+- 43 -+- 1 + 1 -+- 1 -+- °. 

Nous avons done effectivement decompose 1 14 en six hexagones, dont 
trois sont egaux a l’unite, et un a zero. 
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SUR Li NATURE DES RACINES 

DE 

QUELQUES EQUATIONS TRANSCENDANTES. 


§ I. — Considerations generates. 

J’ai fait voir, dans le XVII e Gabier du Journal de I’iScolc royale Poly- 
technique, qu’etant donnee une equation algebrique d’un degre quel- 
conque, on peut toujours composer, avec Ies coefficients de ccttc 
equation, desfonctions dont les signes determinent, dans chaque cas 
particulier, non seulement le nombre des racines imaginaires, mais 
encore le nombre des racines reelles positives et le nombre des racines 
reelles negatives. ,11 est done possible de fixer a priori la nature des 
diverses racines d’une equation algebrique. La difficulte de resoudre 
la roeme question pour les equations transcendantes a ete signalee 
par M. Poisson, dans le dernier des Memoires qu’il a publics sur la 
theorie de la chaleur. Toutefois, dans la plupart des probifemes de 
Physique mathematique, on rencontre des equations qui renferment 
des lignes trigonoraetriques ou des exponentielles, et dont la solution 
est necessaire pour la determination precise des lois des phenomfenes. 
A la verite, la comparaison des resultats que fournissent les diverses 
mfethodes employees par les gfeomfetres faisait soup?onner que plu- 
sieurs de ces equations n’admettent pas' de racines imaginaires. Mais 
on n’avait aucun moyen direct de s’en assurer et de reconnaitre si les 
racines d’une equation transcendante sont toutes reelles. On doit 
neanmoins excepter les deux equations fort simples 

(O sin-=o, 

( 2 ) coss = o, 
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deja traitees par Euler. Lorsque, dans la premiere de ces equations, 
on suppose z — x+ysj — i, x et y designant deux variables reelles, on 
en tire 

e* H- e~y e? — e~y : 

(3) sin# 1- cos# v.' — 1 

v ' 2 2 

et, par suite, . 

(4) ( £.>'■+- e~r) sin# r= o, (e?— e~y) cos# == o. 

Or, tant qae Ton attribue a x et a y des valours reelles, on ne peut 
evidemment satisfaire a la premiere des formules (4), a moins de sup- 
poser 

(o) sin#-=:o, cos# = ± i; 

et Ton tire alors de la seconde 

e y _ e -y = o, e'y =: J , 

(6) j=il(i)=o; 

d’oix l’on conclut que le coefficient/ de V — 1 s’evanouit dans toutes 
les racines de l’equation (i), e’est-a-dire, en d’autres termes, que cette 
equation n’a pas de racines imaginaires. On doit en dire autant de 
l’equation (2), que l’on deduit immediatement de l’equalion ( 1 ) en 

remplagant s par £ - s. Il_ Wait a desirer qu’on put acquerir la menu* 

certitude pour d’autres equations plus compliquees. Ayant entrepris 
des recherchcs a ce sujet, je suis parvenu a trouver des regies a l’aide 
desquelles on peut fixer la nature des racines dans un grand nombre 
d’equations transcendantes, et specialement dans celles que pre- 
sentent les theories de la chaleur, de la lame elastique, des plaques 
vibrantes, etc. Avant d’exposer ces regies, je m’occuperai d’abord de 
quelques equations particulieres qui se rapportent a diverses ques- 
tions de Physique math6matiquc. 
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§ II. — Stir les ratines des equations lang; = z et tang; = az. 
Considerons d'abord liquation transcendante 
(i) tang; = s. 

On reconnaitra sans pcinc, avec Euler (vot/lc second Volume de Yln- 
troduction a l' analyse des infmiment petits) : i° quo cetto equation admot, 
non sculomont trois racines nullcs, mais encore une infinite do racincs 
reelles, les unes positives, les autres negatives; a° quo les racincs posi- 
tives sont renfermees, la premiere entre les limites it, ir-h^ir, la 
seconde entre les limites air, aic-f-^ir, la troisieme entre les limites 
3ir, 3ir -t- ^ic, etc. ; et que la n itme racine positive, comprise entre les 

limites «ir, nit + i-ir, peut etre determiner par Ie. moyen de la formula 
generate 


CO 


-_ ( a ”~ l ~ 1 ') B 2 ( 2 |~ a ~ l 3 

2 (,-.a n -4- 1 ) 7r | 1 3 [_ (2 n -i- 1 ) 7 r J _ 

+i»r 1 T + iMI‘ a T , j 

i5 |_(a/t + i)irj io5 L( 2 /t + i)irJ j 


Cela pose, si Ton designe par a, (3, y, . . . les racines positives do liqua- 
tion (i), rangees par ordre de grandeur, on trouvera suceossivcment 

<* = 4 , 4934 u 8 . . ., (3 = 7,7252519..., y = 10,9041215. . ., .... 

Quant aux racincs negatives, elles scront evidemment rcpresentecs par 


— — (3, — y 

J ajoute maintenant que liquation (t) n’aura pas de racines imagi- 
naires; et, en effet, si 1’on y suppose 



J)E QUELQUES EQUATIONS TRANSCEND ANTES. So- 
il? ct / designant deux quantites reelles, die donnera 

| y\f — T = taug(a? +7V /=r 0 

( 3 ) j sin 2 jo -+- sin(a - > , y'— i) sina.r -+- { (e !j ‘ — e -! - v ) ^ — i 

( C 0 S 2 X 4 - C 0 s( 2 J'\/ — i) C 0 S 2 j:-J--|(e i - v -i-e - 2 J') 

ou, ce qui revient au meme, 

2 sin 2 x e-y— e~ 2 y 

(4) x e > y _{_ 9 C0S2 x -+- " e-y-h 2 cosax -+- e~-y 

On aura par suite, pour les valeurs de x et de y differentes do zero, 

e*y — e~*y sinaj? 

(0) 7 — 

v 4 y au? 

Or, cette derniere equation no saurait etre admise; car, tant qu ey dit- 
fere de zero, rexpression 

e-y — e~*y (2 v ) 2 (a ')') 4 

4 y 1.2.3 1.2.34.0 

evidemment superieure a l’unite, surpasse, a plus forte raison, le rap- 
port 

sin -.'.a.' 

2 X 


Par consequent, dans toutes les valeurs de s propres a verifier I’equa- 
tion (1), la partie reelle x, ou le coefficient/ de \/— 1 doit s’evanouir. 
D’aillours, il cst facile de reconnaitre que la variable x ne peut s’eva- 
nouir sans la variable/; car, si, dans 1 ’equation ( 3 ), on pose x = 0, 
elle se transformera dans la suivante 


( 6 ) 

de laquellc on tire 


_ &y — e~y 
y ~~ er+err* 


ey~be~y ey — e~y 


— 0 


ou, ce qui revient au meme, 
w ^ (j + S 7X3 + 


7 1.2.34.5 
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ct Ton nc pout evidemmenl satisfairo a I’cqualinn (7), la variable / 
elant reelle, sans supposor y = o. Done 1 c coefficient de \j— 1 s’eva- 
nouit dans toutes Ics racines de liquation (1), el tonics cos vacincs 
sont reelles; ce qu’il s’agissait, de demon tree. 

Considerons on second lieu Fequalion 

(8) lang- = « 3 , 

a designant uno eonstante reelle. On reconnaitra facileineut que colic 
equation admet une racino nulle ct une infinite de racines reelles, 
deux a doux egales, mais de signes contraires. De plus, si Ton rein- 
place s par x -+- y \f — i , on obtiendra, au lieu des equations (4), les 
deux suivantes 

. . 2 Bin 2 c*r_ tt-iy 

9) ax c ij- -j.- a cos 2 a; -h a ' 2 - r ’ <7,> a cos a. is+T - ’*' 1 


desquelles on deduira toujours la formule (f>), en supposant les valours 
des variables x ct y differentes de zero; tandis quo I’on Irouvera, pour 
une valeur nulle do x. 


ou, ce qui revient au memo, 


(•>) 


r 


1 H- 


-A-* — 

1.2.3 x , 2 . 3 . 4 - i > 



x .2 




o. 


Or il est aise de voir que cette dernifere Equation, divisee par y , n’ad- 
met pas de racines reelles, lorsque a est negatif, ou bien positif, rnais 
superieur a l’unite, et qu’elle admet deux racines r6elles, 1’une posi- 
tive, l’autre negative, mais egales au signe pres, lorsque a est positif, 
mais inferieur a l’unite. Cela pos6, en raisonnant comme on l’a fajt 
ci-dessus a l’egard de l’equation (1), on conclura definitivement que 
1 equation (8) n’a point de racines imaginaires, si ce n’est lorsqu’on 
suppose 


(X2) 


a > o et < 1 , 
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auquel cas elle admet deux racines de eette espece et de la forme 

03) - = *» -=— — •> 

C designant une quantite positive determinee par la formule- 


Vi 


I ■+■ 


04 ) 


1-2.0 i.2. 3. 4. 5 

a — 

I 4 — 1 Vt+--- 

1.2 1 . 2 . d . 4 


Les equations (i) et (8), que Ton peut encore ecrire comme il suit 


(15) sins = z cos z, 

( 1 6 ) sins z=zaz cos-, 

se retrouvent dans plusieurs questions relatives a la theorie de la cha- 
leur et a la theorie des ondes. 


§ III. — Sur les racines de Vequation tan gz= az b. 

Considerons maintenant 1’equation 

(1) tang; = az + b, 

a et b designant deux constantes reelles dont la seconde ne soit pas 
nulle. On reconnaitra sans peine que cette equation admet une infinite 
de racines reelles, les unes positives, les autres negatives. De plus, si 
l’on y remplace s par x -t -y\]— t, x et y etant des variables reelles, 
on cn tirera 

asinaj? e* 3 ' — e~“ v 

(2) ax -4- > e ay_|_ 2 COS 2 X -+- 2C0S2.T ■+■ e~ l * 

Or lc trindme 

e °-? 2 cos2 jo -+- e~ x ? 

etant essentiellement positif, et les deux quantity 

y, — e~*y 

etant toujours de mfrme signe, il est clair que, si la quantity a devient 
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negative, on ne pourra salisfaire a la seeonde ties tommies (2) a moins 
de supposer y = o. Cette romarque s’elend an cas memo, oh la con- 
stante a s’evanouirait; car, dans co cas particulier, la seeonde des for- 
mules (2) donnerait 


e* y— e~ s y = o, 


ou, ce qui revient au me me, 



(»r)» 

1 . 2/6 


(ay)* 

1 .2. 3. 4. 5 



o, 


et, par consequent, 
Done, si Ton a 


r = 0. 


(3) 


n<o, 


l’equation (1) n’admettra pas de racincs imaginaires. 

Concevons a present quo la constants a devienue positive. Si l’on 
attribue a la variable y une valour differentc de zero, on tirera des 
equations (2) 

. ' a sin a# e-- y — 

A a.x + ay 


ou, ce qui revient au menu*, 


( 5 ) 



— _ sina.r 

4 y ~ 


Or, comme la valeur numerique du rapport 

e*y— 

4 7 

surpassera celle de la fraction l’equation ( 5 ) ne pourra dvidem- 

ment subsister qu’autant que Ton aura 
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et, par consequent, 



i + 


2 ax 


<o. 


D’ailleurs, cette derniere condition se reduit, pour des valeurs posi- 
tives de la constante b, a 

( 8 } x< — , 

a a 


et, pour des valeurs negatives de la constante b, a 


(9) 

Done, si l’on a 



2 a 


(io) a> o, 

toutes les racines imaginaires de l’equation (i) offriront une partie 
reelle superieure a la quantite — supposee positive, ou inferieure 

a la quantite — ■— supposee negative. Au reste, on ne saurait douter 

que Ton ne puisse satisfaire par des valeurs imaginaires de s a des 
equations de la forine 

(x) tang- = as -+- b, 

mais dans lesquelles a serait positif et b different dez6ro. En effet, 
concevons que, a et ^ designant deux quantites reelles dont la seconde 
ne soit pas nulle, on suppose 

t 4 erf— e~rf 

^ a erf-+- 2C0S2a+ e~rf 4£ 

j i _ 4« / sin 2 oc 

( erf-h 2C0S2«H- e -1 P \ 4 P ) 

Alors, pour verifier l’equation (i), il suffira de prendre 

s = a + (3 v/— i. 
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§ IV. — Sur les raeines tie V equation tangs 

Z“ -f- o 

Considerons a present Fdquation Iranscendante 


, , , as 

(,) tangs- 

a et b designant deux constantes reelles. On reconnaitra sans peine 
qu’elle admet,, corame Fequation (B) du § I er , une racine nullc et unc 
infinite de raeines reelles, deux 51 deux egales, inais de signes con- 
traircs. De plus, si Fon pose, dans Fequation (i), 


y etant une variable reelle, et si Fon divise ensuite les deux membres 
par y, on trouvera 

a <# -- e ~y 

2 b — y s _ y{ey -+- e * ) 


Or il est aise de s’assurer que cette derniere equation, dont le second 
membre 


e r—e-r 

7 ( e y +e ~r) 


I -4- 


,r 




.2.3 


I ~j— 


1.2. 3. 4.5 
*+' 




i . a i . 2 . 3 . 4 


reste inferieur a Funite pour toutes les valeurs reelles d ey, n’admettra 
point de raeines reelles si, la constante a etant positive, lc rapport ^ 

est negatif, ou bien positif, mais inferieur k l’unit6. Done, si Fon a 
simultan&nent 

(3) «>o, -<i, 

a 

Fequation (i) n’aura pas de raeines imaginaires, dans lesquelles la 
partie reelle s’evanouisse. 

II est essentiel d’observer que les conditions ici indiquees, a Faide 
des signes > et < places entre deux quantity, doivent 6tre 6tendues 
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au efts meme ou ces quantites dcvifiniifint cgales enlre elles. CVst uiig 
convention qu il est utile d’adopter pour simplifier les notations, et 
que nous admettrons en general dans la suite de cet article. 

Si les conditions (3) n’etaient pas remplies, l’equation (aj pourrait 
admettre quelques racines reelles, qui, prises deux a deux, seraient 
egales, mais de signes contraires, et par consequent l’equation ‘ i ] 
pourrait admettre des racines imaginaires qui seraient, deux a deux, 
de la forme 


(4) 5 = ?v — l , z = — Z\'—i. 

Pour savoir si l’equation (i) admet des racines imaginaires, dans 
lesquelles la partie reclle ne soit pas nulle, on fera 

s = x+y^ 7, 

.r, v designant deux variables reelles, et Ton tirera de cette equation 


(5) 


tang(a:+7v lC -‘) 


a[x + jy/ — i) _ a(^+jy/— Q [(-T-vy'-i )*•+£] 
{x +y v/-7) 5 +b~ ( * 4 — Y * + b ) 4 qx-y* 


ou, cc qui revient au meme, 

sinax -i- (e !} ' — e -4 ^) \f - — i a [(a; 5 -t- y*) (x — y\/ — i j + b(x +y V* — 1 )J. 

cosaa; +-| e -4 ^) (x 1 — y i -> r 6) s + 4<r 4 .K 4 ’ 


puis Ton en conclura, en supposant que les quantites x et v different 
de zero, 

' a sina.sc ax (b + x*-+- y*) 

e*r-+- a cos a a? -t- e~-y {x i — y* -y by -y Iqx* y* 

( 6 ) ' 

e*? — e~ l y ay (5 — x~ — y*) 

\ a cosaa; -t- e -4 ^ (x*— y*+ by -y Cqx i y i ' 


et, par suite, 
(7) 


sina# i 
2 x b -h x i -hy i 


e'-r—e-^ i 

4 y b — x- — y-' 


Or cette dernifere equation ne saurait 6tre admise si b est positif ou 
nul, c’est-k-dire, si Ton a 


( 8 ) 


b> o. 
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En effet, y n’6tant pas nulle, la valour numerique do la fraction 



surpassera celle de - ; et, si la condition (8) esl remplie, la valeur 

ft 

numerique du rapport 

b — a ' 1 — /- 

sera encore egalc on sup6rieure a celle du rapport 

i 

/7+:<T-f-T s " 

Done, lorsque b est positif ou nul, Tequalion (i) n'admet pas de ra- 
cines imaginaires dans lesquellcs la partie rtielle di fibre de z6ro. Si les 
conditions (3) et (8) etaient simultanement veri fines, e’est-a-diro si 
l’on avait a la fois 

(O) a>b el b>o, 

I’equation (i) ne pourrait admettre que des racines reellcs. 

On peut encore deduire de l’equation (5) une autre consequence 
digne de remarque. En effet, comme on a generalement 

(10) tangs =-. — — — — - — . — , 

) ^/— r -+- i) (/— t 

et, par suite, 

(11) MJ=i— J+V— itangg 

i — v/— i tangs 

on tirera evidemment de liquation (5) 

(12) e -iy+ix^pi — + (.r+y\/ — i)ay/^-i 

{x +y \J— b — [x -t-/y/ — 

Si maintenant on egale entre eux les carr6s des modules des expres- 
sions imaginairesque renfermentles deux membres de la formule ( 12 ), 
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on trouvera 

e _ iy [(cr+ry ' — pay — i] [yr—yy— H ry~ jay 

[(*+.>■)/=; ) s H- b— ( x+y\ ~1 ) a y'— i ] [( .r— ,v\ ~ f+b-i-(x-±-y\ — i ) a \ 

— ( »c 8 — y [ * + b — ay )- + .-r 2 ( ay + a ) 3 
( .r 2 — y 2 +i + «j-) 2 + -i ' 2 ( 2 y — af- 

— ("P 5 — ■>'* + ^>) s + 4<r 5 + g 3 (j- 2 +,r 5 ) 4- aa v(> 2 -r v a - &) 

(j? a — V s -f- by- t- 4^ ,! J 2 -+- « 3 (x 2 -t-r 2 ) — aavur 5 -*- v a — Zm 

Or, l’exponentielle qui forme Ie premier membre de l’equation (i3) 
elant necessairement une quantite positive qui reste inferieure a l’u- 
nite pour des valeurs positives de la variable y et devient superieure 
al’unite pour des valeurs negatives de la meme variable, on conclura 
de l’equation (i3) que la difference entre le polynome 

(a; 5 — y 2 -+- b — «,y) 2 -+- cc-{o.y -+- a)* 

= (j? s — y*-+- Z>) 2 + -i- a* (a* ■+• y*) - 1-2 ay {x t +y i —b) 

et le polynome 

(.» 2 — J a -t- b 4 - «/)*-+" -B 2 (2/ — «) ! 

-{x i — y'-+b) i -^^x i v i +ar{x l ^ry i ) — iay{x'- + y i —b), 

c’est-a-dire le produit 

4 ay{x t -hy i —b), 

doit etre une quantite de meme signe que — y. On doit done avoir, 
pour toutes les valeurs de y differentes de zero, 

04) a(x i + y i —b)<o. 

D’ailleurs, si Ton suppose 

(15) b<o, 

la condition. (i4) ne pourra etre verifiee a moins que 1 on n ait en 
meme temps 

a <o. 

Done, si Ton avait k la fois 

(16) a> o et b< o, 

l’equation (i) ne pourrait admettre que des racines reelles. 
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II cst boa d’observer quo les Ibrntules (9) ct (16) son t comprises 
dans les suivantes : 


Done, toutes les fois que cos dernibres conditions scronl verifibes, I’e- 
quation (i) n’admettra pas dc racines imaginairos. 

Nous remarquerons, en terminantce paragraph#, quo I’equation (1) 
peut s’ecrire comme il suit 

(17) (s ! -i- A) sin s — as coss:= o. 

En la presentant sous cette forme et snpposant los conditions (16) 
remplies, on reconnaitra qu’elle coincide avec l’equation qui sort a 
determiner le mouvement de la chaleur dans une barre cylindrique on 
prismatique d’une petite epaisseur. 


§ V. — Sur les racines de V equation tangs 


a 

V^'i 


tang(c3y/— ')• 


Considerons encore l’equation 


(0 


tangs = - 7 ^=lang(csv/^-"i), 
V ~ 1 


qu’on peut aussi presenter sous la forme 


(2) 


tangs = 


a 


e ci — e~ cz 
e cz e~* cZ 


On reconnaitra facilement qu’elle a une infinite de racines rbelles qui, 
prises deux a deux, sont bgales, mais de signes contraires, et dont 
Tune se trouve renfermee entre les limites 




n designant un nombre entier quelconque. De plus, comme il suffit 
de remplacer z par z y/— 1 pour que l’equation (2) se transforme dans 
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la suivante 

( 3 ) tanges =If!n£l!, 

' ' a e- 4- e — 


il est clair que liquation (2) aura encore une infinite de racines ima- 
ginaires qui seront deux a deux de la forme 

2 — K \f~- 1 , s = — £ v'=7 , 

X, designant une quantite reelle, et dans l’une desquelles le coeffi- 
cient de \/— 1 se trouvera compris entre les deux limites 



J’ajoute maintenant que l’equation proposee n’aura pas de racines 
imaginaires dans lesquelles la partie reelle diflere de zero ; et en efiet, 
si l’on remplace s par x -\-y \J— 1, a? ety etant des variables reelles, 
cette equation donnera 


(4) tangfa? 4- y = - 7 ^= tang (c-z ^— 1 — c /)> 

V — 1 • 

ou, ce qui revient au meme, 


sinaa? 4 -^(e Sy — e ~ ay ) y~ 
cosaa: 4 -|(« sy 4- e~*y) 


. ( e !« — e -icx) y/ — i sinacy 

i (e iM 4 - e~ ±cx ) 4- cos 2 cy 


et, par suite, 

2 sinaa? _ — 

2 cos 2 a? +e~ iy ~~ a e icx + 2 cosacy 4- e~ lcx ' 

e 2y_ g-ly _ 2 sin2-cj 

eiy-t- 2 cos 2 a; +er-*r ~~ a e icx + a cos 2 cy 4 - e~ icx 

Or on tire de ces dernieres, lorsqu’on suppose les valeurs de x et de y 
differentes de z6ro, 

sin 2 a? sin 2 cy _ #r—r*r -a-— . 

(7) a x 2 cy 4 y t\cx 

D’ailleurs, l’equalion (7) ne saurait etreadmise, puisque, desquatre 
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siu a. r 
sur 


sin a c y c~* — r ' 2 * v r 2<,r — r ~ < %t 

•>. cv ’ l\Y h c ‘*' 


lcs deux premiers sont inferieurs, 


ct les seconds superieurs it l’unite 


(abstraction faite des signes). Done, dans toutes les racines dc l’equa- 
tion (2), la panic reelle x ou le coefficient y dc r so reduit ii 
zero. En d’autres termes, ccttc equation a sculoment des racines 
reelles, et des racines imaginaircs dont la partie reelle s’evanouil. 

Lorsqu’on reduit les constantes <zet ch ± 1, lcs equations (2) et ( 3 ) 


coincident toutes deux avec l’une des suivantes : 


(8) 


tangs 


e z — a~ z 
e z -+- «" z 


(f)) 


tang;=— 


e S g-3 

e z ■+■ er z 


Done cliacune de ces derniercs admet uue infinite do racines qui, 
prises quatre a quatre, sont de la forme 

(10) - = ?, - = 

£ designant une quantite positive, et 11’a point dc racines imaginaircs 
dans lCsquelles la partie reelle difiere de zero. Da remarque quo Ton 
vient de faire est tres utile dans la theorie des vibrations des lames 
elastiques, attendu que la formule a l’aide de laquelle on determine 
ces vibrations a pour second membre une function des racines des 
Equations (8) et (9). 

* 

§ VI. — Sur les racines dc l’ equation (anges =/(«)• 
Considerons maintenant l’equation 


( 1 ) tangC5=/(j), 

c etant une constante reelle que l’on peut toujours r^duire, en chan- 
geant s’il est necessaire les signes des deux membres, a une quantity 
positive, et/(s) designant une fonction quelconque de la variables. 
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Si cette fonction, etant reelle, conserve une vjaleur finie toutes les 
fois qu on attribue a s une valeur positive ou negative et superieure 
(abstraction faite du signe) a une limite donnee /, l’equation (i) aura 
certainement une infinite de racines reelles. En effet, designons par n 
un nombre entier quelconque superieur a la somme 


Com me on aura 


l 


7T 


I 




i. 


. il est clair que, si l’on fait varier s depuis 


jusqu’a 


ou depuis 


jusqu’a 



dans l’equation (i) presentee sous la forme 
(a) tangcs — f(s) = o, 

le premier membre passera, en meme temps que le terme tangcs, de 
l’infini negatifk l’infini positif, ou reciproquement. Done il s’evanouira 
dans 1’intervalle; d’ob il resulte que l’equation (i) admettra au moins 
une raeine positive comprise entre les limites 

ct une raeine negative comprise entre les limites 

QEuvres de C. — S. II, t. VI. 
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Done, puisque le nomhre onlier n pout emit re indefiniment, l’equa- 
lion (i) admettra unc infinite do racines readies, les tines positives, les 
autres negatives. 

II est important d'obsorver quo la li mile l existe toules les fois que 
les ravines reelles de l’equation 


sont eu n ombre fini. Done, si cette condition est remplie, bis ravines 
reelles do l’equation (i) scrontau contrairc on nomhre infini. C’est ee 
<{ui arrivera cn particular si Ton proud pour/(s) one fbnetion reelle 
et rationnelle dc la variable s, e’est-a-dire, si Ton suppose 


(1 1 


/(») = 


(•(=1 

Ft-')’ 


l‘(s) et F(s) designant deux functions reelles ot calibres de la inline 
variable. Alors lo nombre l no sora autre chose qu’uno limite superieure 
aux valours numeriques des ravines reelles de liquation 


(5l F (s) = o. 

Si, pour fixer les idecs, on proud sueccssivement 


e tiZ — 


— f(z) — az, f(z) = nz-hb, 7 ( 5 )=-^-, /( 3 ) = <7 


ct si I’on rein place en memo temps c par l’unito dans le premier 
mcrnbre do liquation (r), on sc trouvera ainsi ramene aux equations 
quo nous avons dbja traitees, ot Ton reconnaitra immediatoment quo 
ehaeune d’elles admet unc infinite de racinos reelles positives et de 
racines reelles negatives. 

Revenons maintonantau cas oil, laconstante cetant positive, la fonc- 
tion f(z) a une valeur quclconquc. Alors, si I’on remplaco s par 
x -t -y\j— i , x ct y etant des variables rbelles, on pourra supposer 

/(-»+> sf—*) = P -h Q \Z— 


( 6 ) 
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P, Q designant des fonctions reelles des variables a-, y; et IVqiialmn : i 
donnera 

C;) P + O = t mg (ex + or J=\) - sillacjr + j e ~ i,y » " 

cos a cx +- \ [e lc - r — <?-*<■.' i ’ 

ou, ce qui revient au memo, 

I j p 2 SIQ2CJ7 ^ — €~- r y 

e- cy -+- 2 cos a c x e~*°y ’ ~ — e '- ey -t- 2 cosa/;.r -f- e ^' ’ 

puis on en conclura, pour des valours de x et de y differentes do zero. 


^ sin a c.r Q e- c y — e~ s «r p 

*±cx y 4 cy x 

Or, comme la fraction 


do) 


e- cy— e~ ie y 

4 c, v 


, (acr) - 
i.a. 3 ' 


( 2 CV)^ , 

T.2.3.4.O 


toujours superieure a l’unite, surpasse, a plus forte raison, la valour 
numerique du rapport il est clair que I’equation (9) no pourra 

subsister si les fonctions P, Q sont telles que, pour toutes los valours 
possibles des variables reelles x,y, la vale ur numerique du rapport j 

demeure constamment egale ou inferieure a celle du rapport re qui 
arrivera si l’on a constamment 


"■> ©■-(?)’>- 

ou, ce qui revient au meme, 

( 12 ) (P.r — Qj?)>o. 

Done, si cctte derniere condition est remplie, independamment des 
valours attributes aux variables reelles x,y, alors, dans toutes les ra- 
cines de l’equation (1), la parti e reelle ou le coefficient de y — 1 s’eva- 
nouira; ct cette Equation n’aura pas de racines imaginairos qui no 
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soient, do la forme 

J=±?V ,— •> 

‘C d^signant une quantite reelle. 

Si, la condition (12) etant remplio pour toutcs les valeurs reelles <Ie 
x et de y, la quantite P se reduit, pour une. valour nullc do x, a une 
fonction <\ey qui ne puisse jamais s’evanouir, alors la premiere des 
formules ( 8 ) ne pourra subsistcr pour x = o; et par consequent 1 * 6 - 
quation (t), n’admettant point de racincs imaginaires do la forme 
/ — 1, n’aura que des racines reelles. 

Si la condition (12) se verifie toutes les fois qu’on attribue b x des 
valeurs reelles comprises entre deux limites donnecs .r a , et a y 
des valeurs reelles comprises entre deux autres limites y,, y», on 
pourra seulement affirmor que liquation (1) n’admetpas de racines 
imaginaires dans lesquelles la partie reelle x et le coefficient y de 
\j~ x obtiennent des valeurs differentes de zero, et respectivement 
comprises entre les limites 


x — x u x — Xi\ y—yi, y—y* 

Supposons maintenantque la fonction/(s) soit reelle. Alors liqua- 
tion 

^ P -+- Q s/^i =/ [x -t-j v Cr i) 

(l3) ' =/(■*) + Z ^ zl /'(*) - —/"(*) - +• • • • 


entrainera les deux suivantes : 


(» 4 ) 




if =/'<*>- 


Par suite, si l’on fait converger y vers la limite z 6 ro, la quantity P 
convergera vers la limite /(a?), et le rapport — vers la limite f'[x). 
Done, si l’on pose y — o dans la formule (12), aprfes avoir divis 6 les 



373 


DE QUELQUES EQUATIONS TRANSCENDAXTES. 
deux membres pary®, elle donnera 

( ,3 ) [/(•») + */'(*)] [/(*)— xf(-r)]>o. 

Pour que la condition (12) se verifie independammentdesvaleurs attri- 
butes aux variables reelles x, y, il sera necessaire et il suffira : 1" que 
la condition (i5) soit remplie pour toutes les valeurs reelles de .r: 
2 0 que 1’equation 

(I«) (Pr + Q*)(Pr-Q*)=o, 

resolue par rapport a y, ne fournisse jamais de racines reelles qui ne 
soient, deux a deux, egales entre elles. Ajoutons que la condition { 1 5 ■ 
sera remplie si l’equation 

('7) [/(») + */'(#)] [/(*)-*/'(«)] = o 

admet seulement des racines imaginaires, ou des racines reelles dou- 
bles, quadruples, etc., et si de plus la quantite 

(18) /( O) 

obtient une valeur differente de zero. Dans le cas particular ou cette 
quantite s’evanouit, la formule generale 

(* 9) /(*)=/(«) H-tf/W, 

qui subsiste toujours pour une valeur reelle de 0 comprise entre les 
limites o, 1, se reduit simplement a 

f(x) = xf'( 9 x), 

et la condition (i5), reduite elle-meme a la forme 

(20) [/'(MP- [/'(■* )] 2 >0, 

ne peut etre satisfaite qu’autant que la valeur numerique de la fonc- 
tion f'(x) devienl un maximum pour x — o. 

Il est facile d’appliquer ces principes gtneraux aux cas oil 1’on sup- 
pose que la fo notion /(s) est entire ou mtme rationnelle, attendu 
que, dans les deux hypotheses, les premiers membres des formules 
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(12), (i 5 ), (rG) et (17) sc roduisont immcdiatcment, 011 <lu moinspou- 
vent etre reduits a dos functions onlioros <les variables a*, y, 011 de la 
seule variable ,r. 

La formulo (ti) et cellos qui s’on deduisent no sent, pas les smiles 
qui puisseat scrvir a fixer la nature des raoinos do. (’equation (1). En 
effet, si, dans cotte equation, on subslitue a la ronetion tangos sa 
valeuren cxponentiellos imaginairos, savoir 


(ai) 

on en tirera 

(*») 


langes 


1 £ W“— 1 

T -+- 1 




1 + 

Y- V 'zr t y { :y 


puis, en posant s = x -f-y \J —7 , 

(a3) e' s '''- v (cosac;r - 4 - y/ — isin:u\tf) = —— — 1 . 

H-Q- Py— 1 

Latin, si l’on egale entre eux les modules des expressions imaginairos 
qui torment les deux membres de la formula (a3), on trouvera 

( 4) ~v (.+<*)*+ i*’ 

ou, ce qui revient au memo, 

(,5) (— py-M" 

(i + Q) ! +I» 


Or l’equation (20) ne pourra bvidemment subsistcr, pour des valours 
de la variable y differentes de zbro, si l’on a, pour des valours positives 
de cette variable, 

(» — Q)*+PV 
(n- 0 )*+P* ’ 

et, pour les valeurs negatives d ey, 

(1 — Q)*+P» _ . 

(i + Q) s +p* y * 
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c’esl-a-dire, en d’autres termes, si Ton a, pour des valeurs positives 
ou negatives de la variable^, 


,r (l _Q) i + p s -| 

y L(n-Q) s +P 2 ’J 


>o. 


ou plus simplement 

(26) 


7 <0 - 


Done, si la condition (26) est remplie, indtpendamment des valeurs 
attributes aux variables rtelles x, y, le coefficient de y — 1 sera nul 
dans toutes les racines de l’equation (1), et cette equation n’aura pas 
de racines imaginaires. 

Si la condition (2C) ttait remplie, non pas en general, mais pour les 
systemes de valeurs reelles de x et de y comprises entre certaines 
limites, on pourrait seulement affirmer que 1’equation (1) n’admet pas 
de racines imaginaires dans lesquelles la partie rtelle et le coefficient 
de \j— 1 seraient renfermes entre ces limites. 

L’une des conditions (26) ou (1 1) sera necessairement remplie toutes 
les fois que Ton aura 


( 2 7 ) 


P Q ^ 

— > o. 

j? y 


En effet, supposons que, pour des valeurs de x et de y comprises 
entre certaines limites, la formule (27) se verifie. Alors, ou la condi- 
tion ( 26) sera ellc-meme verifiec, ou la quantite ^ sera positive, et par 
suite on pourra en dire autant, non seulement de la fraction 

qui, on vertu de la condition (27), devra surpasser le rapport 
mais encore de la somme 

> + 0 
x y 

Or, si 1 ’on multiplie par cette derniere somme les deux membres de 
la formule (27). on reproduira la formule (11). Cela post, il est clair 
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que, dans Tune et I’auti'e hypothese, toutes les racines imaginaires 
de l’equation (i), qui ne seront pas do la Ibrmn ±^y/— x, olfriront 
des parties reclles et des coefficients dc \J— x si tubs hors des limites 
donnees. Si la condition (27) etait roinplio pour loutes les valours 
possibles des variables a; et /, l’equation (1) n’admottrait. quo des 
racincs.reellos, ou des racines imaginaires do la forme =±=. ^ \/ — 1. 

Onpourrait joindre aux formulas (aG) ot(a7) uno multitude d’autres 
formulos propres ii signaler dans l’equation (1), toutes les fois qu’clles 
se trouveraient vbrifiees, l’absence de certaines racines. Ainsi, par 
example, comme, en vertu de la formulo (2.4), on aura, pour toutes 
les valeurs de/ differentes de zero, 


c ic y — e~ tc y Q 

4 cy cy 


et, par suite, 


°y v / ( i + Q/+ i” v'o - q r-V P* 


L ^ , 

°y v/(n- Q )* ■ + i >a ✓(« - Q ) S V i ,s ’ 


ou, ce qui revientau meme, 


J >cy/(n-Q)*-+-I >s \[{i — Q)*-+- 1 >! , 
il est clair que, si la condition 

(29) ^<c V '(i+Q) i +PV(*-Q) , -+-P* 

se trouve remplie, independamment des valeurs attributes aux va- 
riables x et/, l’bquation (x) n’aura pas de racines imaginaires. 

Observons encore que 1 ’ equation (a 3 ), qui peut etre presentee sous 
la forme 

( 3 0) e~ ,c r(cos2ca;-4- \/— i sinaco?) = ~ ^ > 

(i+Ql’ + P* 

entraine les deux suivantes 


( 3 i) ff-^cosaca J = 


e~ ie r sinaca? = 


(* + Q)*+P*’ 
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et quel’on tire de ces dernikres, combinees avec la formule (24). 

1 — P 2 — Q 3 

\/(l H- Q) s - 4 - P a \/(i — Q) s -t- P 2 ’ 

2 P 

^(i + Q)*+P* v'(i-Q) s +P a ’ 

On aura, en consequence, pour toutes les valeursde a?differentes de 
zero, 

/aas sinaca; _ P 1 

( ' icx cx v /( IH _Q)* + p! v /(,_Q)“- + P i 

Done, puisque le rapport 

sin 2 cx 

f 2CX 


1 C0S2C.T = 

sin 2 cx = 


est toujours inferieur a l’unite, abstraction faite du signe, on pourra 
en dire autant, si la variable ac n’est pas nulle, de la fraction 

P 1 

s/OTQ)*+F s v/(i-Q) ! + P s 

Done, si la condition 

( 34) (^y>c’[(i + Q) 2 +P ! ] [(!-Q) s +P s ] 

se trouve remplie, independamment des valeurs attributes aux va- 
riables a?, 7, 1’ equation (r) n’aura pas de racines imaginaires dans les- 
quelles la partie reelle differe de zero. 

En gentral, soit 

(35) <f [x,y, e te r, cos icx, sinaca?] 

une fonction des quantites <r, 7, cosaca?, sin zcx qui, par sa na- 
ture, doive toujours rester superieure k un certain minimum A, ou 
inftrieure k un certain maximum B; et designons par 

ce que devient 1'expression ( 35 ), quand on y substitue, pour 

OEuvres de C,~— S. II? t. VI. 
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cosaca? et sin zcx, leurs valeurs tiroes clos formules ( ) ot(3a). II 
est clair que, si la condition 

(36) >.{>(.*■, j) < A, 

ou 

( 37 ) >R, 

se trouve remplie pour toutes les valeurs do x et do y comprises entrc 
des limites donnees, l’equation (1) n’admettra pas de racines irna^i- 
naires dans lesquelles la partie reelle et le coefficient dc \/— 7 soient 
renfermes entre ces limites. 

II est bon de remarquer : i° que la formule (26) no pent etre ve- 
rifiee sans que la formule (29) le soit aussi; 2 0 quo les formules 
(29) et ( 34 ), lorsqu’elles ont lieu simultanement, ontrainent la for- 
mule (11). 

Au reste, 1 ’utilite des diverses formules analogues a cellos que nous 
venons d’etablir depend surtout de leur simplicite; et, sous ee rap- 
port, les formules (26) et (27) paraissent preferables a toutes les 
autres. 

Concevons a present que, dans l’equation (i), la fonction /(:;) soit 
reelle, et se presente sous la forme fractionnaire 

<« fW-Hfc. 

Posons d’ailleurs 


(38) f (x+yj~i) = r + sj- h F(.* + 7 ^/=',) = R + S /“I, 

r, s, R, S designant des fonctions r6elles des variables x, y. On trou- 
vera 


( 39 ) f{x+ysT=ri)z=^±nEll - 

F [x+ysf^l) F(^+ rv /— ,)F {x- ys /= t ) 


ou, ce qui revient au meme, 


(4o) /(.r4.y,/ZT) - k + WEH (R-S^Ti) _ R/-4-Sj+(Ri-Sr)v/=TT 
(R 4- S (R — § y/— i) R*4-S 2 9 
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et I’on en eonclura 


(40 


P = 


Rr + S* 
R 2 + S 2 ’ 


Q = 


Rs-Sr 
R 3 -t- S s ' 


Par suite, les formules (n) et (27) pourront etre reduites a 


(40 

(43) 

Done l’equation 

(44) 


Rs — Sr 


V 


< 0 , 


Rr + St 

<r 


Rs — Sr _ 
> o, 

7 


tanges 


M 

F(0 


n’aura que des racines r6elles si le rapport 


(45) 


R.t — Sr 
7 


est negatif; et elle n’admettra pas de racines imaginaires, dans les- 
quelles la partie reelle differe de zero, si la valeur numerique du meme 
rapport est inferieure a celle de la fraction 


II est bon d’observer, en passant : i° que, la fonction F(ar) etant sup- 
pose reelle, le produit des deux facteurs 

est toujours une quantite reelle et positive, egale au carr4 du module 
de chacun d’eux, en sorte qu’on a generalement 

(4 7 ) F(a? + 7v4— I)F(* — 7V , ~ 1 )>°; 

2 0 que, pour obtenir les bindmes 

(48) Rr" -t - 

renfermes dans les formules (42) et (43), il suffit de chercher la partie 
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reelle etle coefficient do \J— i dans le devcloppcmcnt. du produit 
(49) f(^-t-/V /:=r i) I'ix-y'J— i). 

Ajoutons que, en vertu de la formulc (4), I’equation ( 22 ) dcviont 


(5o) 


e i czfr l== . l f (g) + l‘(g) _ 

F(s) — y/— 1 f(s) 


II pourrait arriver que le binome 
(50 F(s) -f- \/~ f(s) 

flit decomposable en facteurs imaginaires de mthne forme quo Ini, on 
sorte qu’on eut 

(5a) F(a) + vF* t(») = [F t (s) + *.(«)] !>*(•=) -+- \f=\ f,(«).l .... 

Admettons cette hypo these, et posons en outre 

( >) = ; 'i + i". fs(* -+-/ V / —>)= >’s + s * v'—»» 

(53) | 

( F,(*4*^v/— i) = Ri + Sjy/— 1, F s («+ 7\/— = Rs-+-S a \/^T, .... 


r,, s t ; r a , s a \ R,, S ( ; R 2 , S 2 ; ... designant dos fonctions reelles 
des variables sc, y. L’equation (5o) se presentera sous la forme 

(54) c »esvPT— Fi(^) + y/— i f t (g) F 2 (s) h- y/— 1 f 8 ( J ) . .. } 

Fi('S) — \J— 1 fj(*) F 2 (s) — \J — x f s (^) 

et 1’on en tirera 


(55) 


| e-* e y(cosaea;y/ — 1 sin2c#) 

j = Ri — ^iH~(Si~t~ ? *i) \f=i Rj — ft 4 - (8, -+- p 2 ) \/ — 1 

( R 1 + S 1 + (Si — r t ) R s + i s + (Ss— /- 2 ) \J ~1 


Enfin, si Ton 6gale entre eux les modules des expressions imaginaires 
qui forment les deux membres de la formule (55), ou plutot les carrds 
de ces modules, on trouvera 

(56) e-*°y = (R»~~' s i) 3 ~l~ (St+ r i) a (R 8 — $»)*->- (S 2 -t-r 2 ) a 

(R 1 + *,)* + (8 1 -r,)* (R ! +J s ) ! +(S ! -r s ) , “ M 
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ou, ce qui revient au rntme, 


( 5 7) 


e - 4 0 y_j^j 


RiS 4 — S t /’j 


'(Rt+O'-HB 




— S 2 r 2 


(Rg-{- 5 2 ) S “T (^j 


7?} 


Or, il est clair que liquation (i) ne pourra subsister, pour des valeurs 
de y differentes de ztro, si l’on a simultanement, pour des valeurs 
positives de la variable y, . 

RiSj S 4 r 4 <o, RjSj — S s r s <o, . .., 


et, pour des valeurs negatives de la meme variable, 
Ri$x — S 1 /' 1 >o, RjJj — S s r s >o, 


c’est-k-dire, en d’autres termes, si 1’on a, pour des valeurs positives 
ou negatives de y, 

/ko\ ^ R»s*— S*/’s 

(58) — <o, — <°> 

Done, si ces derniferes conditions se trouvent simultanement verifiees, 
independamment des valeurs attributes aux variables reelles x,y, l’e- 
quation ( 54 ) n’aura pas de racines imaginaires. 

Afin de montrer une application des formules qui precedent, consi- 
derons l’equation que M. Poisson a donnee k la page 376 duXIX e Cahier 
du Journal de VEcole Royale Roly technique, c’est-k-dire l’equation a 
laquelle se rapporte la distribution de la chaleur dans une sphere com- 
poste de deux parties de matieres differentes. Si l’onfait, pour abreger, 

— =*, -,=l, = m b'l=h, bl=k, (3 (( + Z')-x=«, 

d CL . CL L 


cette Equation deviendra 

[X (~k + p)** — a (/t -+- 1)]* ooss sinjjis 
• — [Xa + + (A -Hi)]** cos* cosfx.s 

+ [X(X + /x)(A — x)a*+«(A — A + i)] sin-ssin p.s 
— [* a ( k — 1) — (X -t- fx ) ( h — k 4 - 1)] 5 sin * cos^s = o, 

A, p,, h t k dtsignant des constantes positives, et a une constante rtelle 




382 


SUR LA NATURE RES RACINES 
superieure a — i. On aura, par suite, 

( 60 ) e- — Elfl + V^~~ 1 f ( g ) (jX + f O V^i 

*(*W-if(j) a + pj'z-xs/'-V 

les valeurs de I 1 (s) et f(s) etant dcterminees par les equations 

j F(s) = X 5 [scos 5 - 4 - (/- — r) sins], 

(or) j ' / 

( f(s) = z cosxj -h (/c — i) sin z -j- h ( ^ cos z — sin z). 

Or, si Ton attribue a F(s), f(s) ces monies valours, et si l’on fait, pour 
abreger, 

x H- y \j — i = «> x—y\j~ T=;(-, 

le produit (4g) se reduira evidemment a 


(62) 


f (u) F(i’)=X(a!—y \J~i ) j t“ 008 «-*-(*— 0 sin «] |> cos t- 4 - (/,• — , ) s i n t>] j 

( H- ( « cos w — sin m) ( p cos r — sin <>) ( 

-Ikh sin « sin (-+//(• sina ^ j. 


De plus, si Ton divise pary le coefficient de dans le produit on 
question, on obtiendra pour quotient la somme des trois quantites 


( 63 ) 

( 64 ) 

( 65 ) 


X [ u cos « 4- ( k — i) sin a] [ v cos v + (A- _ i) s i n v j ( 
X/i (« cos u — sin u) (t> cos v — sin c), 

Ikh 


sin u sin v — uv s * n ( 2 .r t/— 0 1 

L 2/ ✓=» J 

. X/A I" e~ 2 r s 

cosaa?— (a-s-f. js) c 6 r 


2 L 


2J 


]• 


6St C ! air I”, 6 ’ en Yer,u de la «"»»!• (47). les produit, (63) 

Jot*. d “ S e , S,Uels , le f coefflcients do — X et de — \h coincident 
ovec les carres des modules des expressions imaginaires 


(»+J'v'-<)oos(« + , ( /_ I ) +(t _ I)<lll ( <1 , + rvC jj j 
(«+W~i) cm(* + /v Ci) _ s i„(a, + yj=r,), 


seront toujours des quantity negatives; 


et, quant au produit (65), 
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comme on pourra le presenter sous la forme 


-u„ [y. (ttc - !=£T) + (" - «;)], 

il se reduira pareillement, dans tous les cas, a une quantite negative. 
Done la condition ( 4 a) sera verifiee pour les functions F(s), f(s) deter- 
mines par les equations (61). D’ailleurs, si Ton remplace F (s) par 
(A -t- p.)s, et f(s) par oc, la condition (42), reduite 'n 


— «<o, 


sera encore verifiee si a est positif. Done alors elle sera remplie, pour 
les deux facteurs qui composentle second membre del’equation (6o), 
ou, en d’autres termes, les conditions ( 58 ) seront satisfaites pour cette 
derniere equation. Done, lorsque la constante a sera positive, l’equa- 
tion (60) n’admeltra pas de racines imaginaires. 

Revenons maintenant a l’equation ( 5 g). Cette equation pourra etre 
reduite a 


( 66 ) 


tang [ 1.2 


(h-h fx)zf(s) + xF(j) 

(X + fjO~F(s)-«f(s)’ 


les valeurs de f(s) et de F(s) etant toujours determinees par les for- 
mules (61). Or, si l’on nomme P ±Q sj— 1 le resultat de la substitu- 
tion de sc±y \j— 1 a la place de =, dans le second membre de l’equa- 
tion (66), la difference 


(67) 


P _Q 

x y 


ne sera autre chose que le coefficient de \J— 1 dans le developpement 
du produit 


(68) . 7-(«+rs/— 0 (p — Qv'— 0 = jr, M ( p -Qv'— 0- 

xy xy 


On aura d’ailleurs 

( 6 9) b(P — Q “ (x + ftJpFtO—aftW’ 

puis, eri ayant egard aux formules (61), faisant* pour abreger, 

( 70 ) [(X 4- f*)wF(w — «f(w)] [(^ 4- p)?F(t>) — «f(^)] = K 9 tff>, 
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on trouvera 

= X(X + ?)» (x +y v^)fT " ^ “ 0 sin «] cos «. + ( a- -r) sine] 

( 4- /i ( w cos « si n «) (r cos t- — si n t -) — kh sin « sin p ) 

+ X (X + M )‘ -t- vi/CT, ^ gj 11 ^ \ _ 

V t- 7 ^ a *- 7 , V~')~tt+ti«t(u)f (v) 

+ X S (X + n ) «(« + 7V /~ ,) s [ « cos a -h(/» - 1 ) Sin «] cos << + (* _,j sin , 
> . ( T u r.os // -u ( /• t \ > * . . •* 


— Xa 2 


( 72 ) 


[“ cos « + ( k — 1) sin «] [e cos c- ■+• ( A- — 1) sin <-] 
h(u cos u — sin u) (t- cost- - sint-) - kh sin u sint- j 

— lot. i kh(x + yy CT X ) __ yCTfj 

et, par suite, 

fc~y) =aX( X + ^( X + ^ + M[« c os« + (A-i)sin W ][«'C 0 sc + (A-— rjsinr] 
+ 2 X (X -+- /*)*£ (« cosm - si n «) ( cos <- _ sin t>) 

+ Ikhtf ( - y ~ e ~ 5y _ sina^X 
\ 4 7 ix ) 


K ! 


2 

+ xa + pyx* [» + i!h£) _ , s ;„ „ sin „j _ 

mlmjr/'p- ?Ue ’ deS qmtr ° Pr ° duitS renfermfe lo second 
. , . 6 e 1 uatl0 “ f 7 = ). l«s trois premiers restont positifs toutes 

t z u : r r tit4 : x ' ^ iet ■ + ■ ^ ^ 

lequel >e Zl ? “ d “ P~«» 

»» ( e Sr — e ~ iy sinajA 

V 4 r + ’J — asmusinp 


= (** +7*) ( e ~_ + sina^N (e*y-+. e -*Y \ 

\ 47 2® y l" — ^ cosaa?) 

= « , +i«sina*4- C osa*_n. i^ZLYf? _l. 1 sina.r 

, u . z * 2 U + 5 — -jJ 

iV)- / 3 „ \ 

J/iVan-f-i " t ” 4 *y ■+•■••• 


(27)* 

i.a.3.4 5 ' 


1. a. 3 . 


est encore positif, attendu que l’on a nm,r 1 

H on a ’ P° ur des valeurs quelconques 
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de x, et pour une valeur de n egale ou superieure au nombre 2, 
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(78) 

( 74 ) 

( 75 ) 


-X Sin2# + C0S2J? 
2 


i sin 2# 


2 2X 


— i=J^ x ^2 - 4 - cos 2 x — 3 > o, 

i i r x 

~2 =-J (x t -sia i x)dx>o, 


,r* 


2 /i -+- 1 


2 71 

H — 7 I > O* 


En effet, la condition (75) est evidemment satisfaite des que Ton sup- 
pose n>2. De plus, pour etablir les formules (73) et (74), il suffit 
d’observer : i° que la fonction x* — sin 2 # est toujours positive; 2" que 
l’on peut en dire autant de la fonction 


2 -4- cos 2 3? — 


2 sin2J? 

2 X 



tang x J 


sin*# dx , 


qui s’evanouit pour x = o, croit ensuite avec le binome 1 — - y > 
depuis x = o jusqu’a x = et reste superieure, quand on prend 
x > a la quantite 

2 — j — - > o. 

T. 

II suit de ces diverses remarques que la condition (27) sera verifiee 
pour liquation (66), tant que les quantites 

1, p, h, k et i + a 

resteront positives. Done l'equation (66) ou ( 5 p) n’aura point, dans 
l’hypothfese admise, de racines imaginaires, a moins que ces racines 
ne soient de la forme y \/ — 1 . 

II reste k savoir dans quels cas on pourra satisfaire a liquation ( 5 p) 
ou (60), en supposant 

(76) z=y\t~\. 

OEuvres de C. - S. II, t. VI. 49 
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Or, cette supposition reduira Toqualion (Go) a 

, v _. p> ._ fQV-T) + v/^T !'(.»• v~ ) (A: 1 : g).>* ■ > ■ * . 
C77) 6> ' ' fC»V-" 0- V“« rbV 1 -') & /*>.»■•” *’ 

puis, en pronant a = 0 — i et faisanl, pour abregor. 


(78) 


l( f 


( feW-e-W . X gfrr-h 

“ p 


2pV 


L A / <a>’ <r. v - * v ^ <». v — - v \ 

y\ 2 »,r 1 v" ) 

. *-)='• 


on tirera de la formule ( 77 ) 


(79) 


0 Y=-(A+ i)( 

X T, eV-r-j-c-w 


feW -+- 1 f“W 


f o.y - 1 - tt~y <>> — (!-)■ \ 

V » “ 

a g.>' ) 

\ "« / 


gL 


— ( r-Wr’ “I />•>'• h c. 6** v — \ 

■a+^l J - -J (— .; — ) 




c'.v — g-.v f eW+ <r“W eW — c-W 


V 




tW — «~w" 


+ X(X + f jO>- 4 ' 

»g/ ' ‘ •< g,> 


De plus, coramo chacunc des quantiles 


c r — <j-r eW-e-w e^+e-y e? — <r >' eW+« +r ,+v_,,+.v 
2 j 5 2 g/ ’ 2 3/ ’ 2 «p ( >* 

est necessairement positive, il est clair quo, dans la formule ( 79 ), lo 
coefficient Y de 0 sera positif pour des valours positives do X, p., A, k, 
et le second mombre negatif. Done alors cette equation ne pourra sub- 
sister, a moins que l’on n’ait 0<o. Done 1. Equation (5c>) ou ((io) 
n’aura point de racines imaginaires si les quantiles 

(80) X, g, /i, k el 0 = i + a 

sont toutes positives; ce qui a effectivement lieu dans la question do 
Physique mathematique a laquelle cette Equation se rapporte. 

II ne sera pas inutile d’observer que liquation ( 69 ), dont toutes les 
racines sont rEelles, comprend, comme cas particuliers, d’autres Equa- 
tions plus simples qui jouissent de la mEme propriEtE. Ainsi, par 
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exemple, si Ton pose successivement 

h — oc, A = sc , 

on en tirera 


< 8a > ***"§ &&& ■ 

On trouvera, au contraire, en posant h = o etk = o, 

< g3 > >=»• 

Les trois equations precedentes peuvent etre reduiles a celles que nous 
avons deja considerees dans les §§ II et IV. 

On trouvera encore, en supposant a = o, 

( Xs^cosssinus — (A 4-i)scosscosiis 

(84) 

( -4- A ( /, — 0^ sins ships 4- (A — A- -hr) sins cosps = o; 


(80 


(tangs — s) ^tangps — — 


en supposant a = oo , 

( Xs a cosscosfis4-(A4-i)scosssinfis 
' ' ^ I 4- X(A — i)s sins cosps — (A — k + i) sins sin ps = o; 


en supposant p. = i, 

[X(X 4- p) (A — I)s s 4- a (A — A 4- 1)] tang 2 s 

4-[X(X4-p)s a — «(/t+i) — Xa(A— i) 4- (X 4- fi) (A — A 4- 1)] slangs 

— [Xa 4- (X 4- fi) (/t 4- i)]s 5 r= o; 

enfin, en divisant par h, et supposant^ = o, ^ = i, 

(87) tangps 4-Xtangs = — ^t£s(i — X tangs tangos). 



ou, ce qui revient au m6me. 


( 88 ) 


tangps 4- X tangs 
1 — X tangs tangfis 
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Ghacuno tie ces cliverscs Equations a toutes ses racines reelles lorsque 
les quantity (80) sont toutes positives. Be plus, si, dans la formal o (88), 
on pose successivcment 0 — r, 0 = so , on obtiendra les deux equa- 
tions 

(8y) i — Clangs tangos ~.o, 

(90) tangps - 4 - X tangs ~ <>, 

dont toutes les racines seront reelles, pour ties valours positives ties 
constantes X et [*; ce qu’il scrait facile tie prouver direetement it 
l’aide de la condition (26) qui se trouve veritlce quand on prend pour 
f[s) une des deux fonctions 



qui peut etre presentee sous la forme 

(92) tangs = -==• 

as \J— i 

On aura, dans ce cas particular, 

P Q 

x y 1) 1 ’ 

et par consequent la formule (27) se trouvera reduite it 


( 9 ^) aa-l-->o. 

y 

De plus, comme, en prenant s = y\J— 1 , on tire de l’equation (91) 


(94) 


a = 


2 ay 

y(er-e-y)’ 


il est clair que, si I’on attribue it la constante cl des valeurs positives, 
1 equation (91) n’admettra point de racines imaginaires de la forme 
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y \l~—~ D’ailleurs, dans cette hypotliese, la condition (9B) sera veri- 
fiee pour toutes les valeurs positives de la variable y, et pour les va- 
leurs negatives de la meme variable situees entre les limites — x . , 

_ JL . Done alors, dans toutes les racines imaginaires de l’equation (91 J, 
le coefficient do \J— 1 sera necessairement negatif ct renferme entre 

les limites o, — • Ajoutons que cette equation, qui peut s’ecrire 

comme il suit 

(g5) as sins — coss 1 sins = o, 

n’aura aucune racine reelle et finie. 

§ VII. — Sur les racines de liquation tangZ = f(s), dans laquelle Z et f(z ) 
designent deux fonctions distinctes de la variable s. 

SoicntZ,/(s) deux fonctions quelconques de la variable s,et consi- 
derons l’equation transcendante 

( 1 ) tangZ = /(-), 
que Ton peut aussi presenter sous la forme 

( 2 ) langZ — /(a) = 0 . " 

II est facile de voir que cette equation aura une infinite de racines 
reel les si, les fonctions Z, f[z) 6tant supposees reelles, les racines 
reelles de l’equation 

< 3 > W) = ° 

sont en nombre fini; et si de plus, tandis que la valeur numerique des 
devient trbs grande, la fonction Z s’approche indefiniment, en restant 
continue, de 1 ’une des limites — », 4 - «©• En effet, concevons que ces 
conditions soient remplies. Alors, si Ton d£signe par n un nombie 
entier tres considerable, on pourra satisfaire par des valeurb- reelles 



390 


8 UK LA NATURE DES IUCINES 


de z, soit aux deux equations 


( 4 ) 



Z 



r., 


soit aux deux suivantes 

(5) Z=-(«4-^ir, Z=— (« -- i) nr; 


et, si l’on nomine s, t s., les valours dont il s’agit, il suftira do fa ire 
varier z entreles limites s it s s pour que le premier menilire do l’equa- 
tion (2) passe de l’infini positif a I’infini negalif, mi reciproquemenl. 
Done ce premier membre s’evanouira dans l’intorvalle, et l’equation 
(1) ou (2) aura au moins une racine reelle comprise outre les limites 
s = 5 ( ,3 = 3 3 . Done, puisque le nombre n eroit, avec les valours nu- 
meriquesde-, etde s a , au delb de toute limitc, l’equation (1) a dine t- 
tra une infinite de racines reelles. 

On ne pourrait plus en dire autant si, pour de tres grandes valours 
numeriques de la variable s, la valeur numerique de la fonction Z ne 
pouvait surpasser une certaine limite A. Ainsi, par exemple, dans 
I’equation 


( 6 ) 


;lang 




-3o3 s - 


■ 37; 


( I -h 3 3 ) ( 3 3 3 ) (9 -I- 3 s ) 


tang 


5(7-3* •+•<>) 
(H-T*)(j)-+-3*)’ 


que fournit la thfeorie de l’equilibre d’une masse fiuidc liomogene douee 
d’un mouvement de rotation, la valeur numerique de la fonction 


(7) 


Z = 


5 ( 75 *+ 0 ) 

(1 4- 3 s ) (9 4*3*3 


ne peut surpasser un certain maximum 


1, 201. .. = (0,7649...) j, 


correspondant b la valeur reelle 2,828. . . de la variable s, e’est-b-diro, 
a la racine reelle de l’equation 

1®) 81 4- 993*4- 433 4 — 73 s = 0. 
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Par consequent, dans l’equation (6), la valeur nu’merique de la va- 
riable s, supposee reelle, ne peut surpasser le nombre 

tang (76°, 49') = 2,583 


D’ailleurs, si I’on presente cette equation sous la forme 


(9) 


«(7** + 9)~ 

(1+ -*) (9 + -*) 


arc tang- = o, 


on reconnaitra que le premier membre, qui s’evanouit pour : = o et 
qui a pour derivee la fonction 

8i-t-995°--+-433 l — 75 ® 1 _ 8s* (3 — s 1 ) 

(i+s*)*(9-|-a*)* i + (i+ 3 2 ) s (9 + - 2 ) 8 ’ 


decroit depuis s = o jusqu’a 's = \fi, obtient, pour s = \j3 = 1,732..., 
une valeur minimum qui est necessairement negative, etcroit ensuite 
depuis z = 1,732.. . jusqu’a 5 = 2,583..., en passant du negatif au 
positif. Done l’equalion (6) aura une seule racine reelle, comprise 
entre les limites 1,732... et 2,583...; ce que M. Laplace avait deja 
prouve, mais par une autre methode, dans le Tome II de la Mecamque 
celeste. La racine dont il s’agit a pour valeur tres approchee le nombre 
2,5292.... 

Revenons maintenant au cas otx les fonctions Z,/(s) ont des valeurs 
quelconques. Alors, si I’on remplace spar x+ys]— 1 , x et j etant des 
variables rdelles, on pourra supposer 


(10) Z = M+N \J — 1 , /(ar+.?'v/--^) = P-*-Qv / — 

M, N, P, Q clesignant des fonctions r6elles des variables x, y, et 1 e- 
quation ( 1 ) donnera 


, r — \ sinaM-H g~ i!s )\/— 1 

(u) P + Q v /=r i = tang(M-t-Ni/-ij— c0SaM4 _j («*'»+ «-*») 


ou, cc qui revient au meme, 


(12) 


P = 


2 sin2M 

2 COS2M + 




e !j, + 2 COS 2 M -h e i * 
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puis, en attribuant aux variables ,r, v des valeurs qui ne veri lien t pas 
Tune des equations 

(. 3 ) 

(•4) 

on conclura des formules (ia) 

, KN si ii 2 M Q_« SN — <r SN P 

(M) IT N” 4N Si' 

Or, cette derniere equation ne pourra evidemment subsislor si les func- 
tions M, N, P, Q sont telles que, pour toutes les valeurs possibles des 

variables reelles x, y, la valeur nuim'srique du rapport ~ demeure 

constamment infericure a cello du rapport ce qui arrivera si 1’on a 
constaminent 

(S)’- (»)*>- 

Done, si cette dernifere condition est verifieo indepcndaimnent des va- 
leurs attributes aux variables reelles x, y, alors, dans chacuno des 
racines de l’equation (i), la partie reello x et 1c coefficient y do \f— i 
verifieront certainement ou l’tquation (x3) ou 1’equation (i4). 

Si la condition (i5) se trouvait verifieo, non pas en general, inais 
simplement pour les systbmes de valeurs rtellcs de x et do jy compris 
entre certaines limites, on pourrait seulement affirmer que, dans cha- 
cune des racines de l’tquation (i), la partie rtclle et le coefficient de 
V i sont situes hors de ces limites, toutes les fois qu’ils ne vtrifient 
pas la formule (i3) ou la formule (i4). 

Concevons maintenant que l’on tiro de 1’equation (i) la valeur de 
l’exponentielle e 52 ^ -1 , on en conclura 


M — ■ o, 

N — <>, 


(• 7 ) 


j± sEzUlll . 
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puis, cn rempla?ant s par x -hy\J~ 7, 

(18) g- sti (cosaM + y / ^ : lsin2M) = — "Q + Py'-^j. 

i Q — P v— i 


Si de plus on 6gale entre eux les modules des expressions imaginaires 
qui formcnt les deux membres de 1’equation ([8), ou plutot les carres 
de ces modules, on trouvera 


(19) 


(i-Q)»+P» 

(i + or'+P 1 


D’autre part, si 1 ’on designe par 0 un nombre inferieur a l’unite, on 
aura, en vertu de la formulc (49) du § VI, 

= 1 - 4 N e~W = JL (j _ «-«). 

it IN 


Par suite, on tirera de la formule (19), en supposant la valeur de N 
diflerente de zero. 


(20) 



(1 — QP-t-PH _ 
(i + Q)*+P*J ~ 


c -t8N 


> 0 , 


ou, plus simplement, 
Done, si la condition 

<a<) 




so trouve r.emplie, independamment des valeurs attributes aux va- 
riables x, y, alors, dans chacune des racines de 1’equation (1), la partie 
reelle et le coefficient de V — ■ 1 verifieront necessairement la formule 

(i4) N = o. 

Si la condition (21) se trouvait satisfaite, non pas en general, mais 
simplement pour les systbmes de valeurs reelles de x et dey comprises 
entre certaines limites, on pourrait seulement affirmer que, dans cha- 
cune des raeines de liquation (1), la partie rtelle et le coefficient de 
/HI sont situes hors de ces limites, ou verifient la formule (« 4 )- 

CF.imes de C. — . S. II, t. VI. 30 
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L’uno des conditions (16) on (-21) sera evidommonl remplie toutcs 
les fois que Ton aura 


(32) 


I> 

M 


0 


>0. 


Done, si cette derniere condition cst satisfaile pour tonics les valours 
reelles possibles des variables a?e(.y, (’equation (1) n'admottra que des 
racines pour lesquolles l’unc des form tiles ( 1 3 ) el (r/j) sera veriliee. 

Si la condition (22) etait satisfaite, non pas on general, niais simple- 
ment pour les systemes do valeurs reelles do. x et dey comprises entre 
certaines limites, on pourrait seulemont affirmor quo, dans ehaouno 
des racines de I’equation (t), la partie reelle et lo coofticienl do \/~~i 
sont situes hors de ces limites, ou verifient l’une des formulcs (r3) 
et (lit). 

On pourrait encore, par des raisonnements semblables si ceux dont 
nous avons fait usage dans 1c § VI, decouvrir une multitude do for- 
mules analogues aux formules (iG) et (21), et qtii sentient propres a 
signaler, dans l’equation (1), toutes les fois qu’clles so trouveraient 
verifiees, l’absence de certaines racines. 

Pour appliquer les principes exposes dans ce paragraphe a un 
exemple, considerons cn particulier I’equation 

( 2 3 ) tangs* = 3, 

h. laquelle on no peut evidemment satisfaire que par des valeurs reelles 
de s, ou par des valeurs imaginaires dans lesquelles la partie reelle 
differe de zero. La formule (21) et I’equation (14) donneront respecti- 
vement 

( a 4) x < 0, 

( a5 ) . «y=o, 

et 1 on en conclura que, dans cliacune des racines imaginaires de l’e- 
quation ( 2 3), la partie reelle est positive. Si a liquation (a3) on sub- 
stituaitlasuivante 


(26) 


tangs— s y/— i, 
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alors les formules (21) et ( 1 4 ) donneraient 

(27) r < o, 

(28) scyzzzo, 

et, comme evidemment l’equation (26) n’a point de racines reelles, on 
serait amene a conclure que le coefficient de y — 1 est positif dans 
toutes les racines de cette equation qui ne sontpas de la forme vy — 1. 


§ VIII. — Sur les racines de V equation e z '/ _l = f(s). 


Soient toujours Z,/(s) deux fonctions quelconques de la variable z. 
Considerons d’ailleurs une equation transcendante qui renferme les 
lignes trigonometriques 


sinZ = 


gZ ^/— 1 __ — 1 


2 \/ — >1 


COSZ: 


glyj—i 


. „ sinZ 

tan S Z= ^’ 


et supposons que cette equation, resolue par rapport a l’exponentielle 
e l ^~\ se reduise a 


e zy=! =/(=). 


Si l’on y renuplace 5 par sc ”1, x et y designant deux variables 

reelles, on trouvera, en adoptant toujours la notation du § YII, 

( a ) e ( H + N( /rn y=r_ p + q ycr;, 

ou, ce qui revient au meme, 

(3) e-«(cosM + y /:= TsiiiM) = P 4-Qv— 


et par suite 
( 4 ) 


e _iN = ps_|_ Q*. 


Or, on conclura de cette dernifere, par des raisonnements semblables a 
ceux dont nous avons fait usage dans le paragraphe precedent, que les 
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valeurs des variables x,y veritiont la condition 

i -1> 4 ~0* 

- r, > O 

iS 

toutes les fois qu’ellcs no red ui sent pas a zero la function N. Done, si 
la condition 

se trouve remplie, independamment des valeurs attribuees aux va- 
riables x, y, alors, dans chacune des racines de 1'dquation (i ), la par- 

tie reelle x et le coefficient y de \f ■ — i vorifioront neeessairemenl la 
formule 

(<>) N o. 

Si la condition (5) sc trouvait satisf'aite, non pas on general, mais 
simplement pour les systemes de valours reel les de ,v eLdei' comprises 
entre certaines limites, on pourrait sculcinent affirmer quo, dans eba- 
cune des racines de I’equation (i), la partie reelle et le coefficient do 
V— i sontsitues hors de ces limites, ou verilient l’equation ((>). 

II pourrait arriver quela fonction /(s) fut decomposable en plnsieurs 
facteurs, en sorte qu’on eut 

( 7 ) A*) = AW /,(*)/»{*).... 

Admettons cette hypothkse et posons en outre 

(8) /iC»H-/v / -0=Pt-+-Qiv' :r » } /»(-»+rv/- r i)=P*+o*v'— i< 

P|» Qi » Pa» Q», ••• designant des fonctions niclles des variables x, y. 
L equation (r) se pr^sentera sous la forme 

(9) eZvCT =/«(*)/.(-)/,(--)..., 
et la formule (5) deviendra 

1T~ - 


(IO) 


> 0. 
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Or, cette derniere sera tvidemment verifiee si l’on a constamment, 
pour des valeurs positives de N, 

00 Pf + Q?>I, P*+Q|>i 

et, pour des valeurs negatives de N, 


( 1 . 2 ) P? + Q*<i» P5 + QJ<i, 

c’est-ii-dire, en d’autres termes, si l’on a, pour des valeurs positives ou 
negatives de la function N, 


03) 


Pl + Qf-i 
N 


>o, 


P^+Q »-I 
N 


> o, 


Done, si ces dernitres conditions sont vtrifites, independamment des 
valeurs attributes aux variables x, y, alors, dans chacune des racines 
de 1’equation (x), la partie reelle x et Ie coefficient y de x verifie- 
ront necessairement la formule 

04) N = o. 

Si Ton tirait de 1’equation (i) la valeur de tangZ, on tronverait 


05) 


tangZ 


i [/(a)?-t . 
s/~ilAe)Y+'’ 


puis on en conclurait, en remplagants par x + y 


06) 



t P 2 — Q 2 — -i + aPQ y/— i 
\f—i P s — Q'-t-i-t-aPQ^— i 

i (P 2 — Q*)*_(i_ aPQv^)* 
yCT I (P* — Q*+i}* 4 - 4P s Q l ’ 


ou, ce qui revient au mtme, 

. . sinaM i («”— g~ 8N ) _ 4PQ -t-Q — (P*+ Q a )*3 . 

cos a M + ^ (« ,il + ® _lN ) (P J — Q , -t-i)*+4P*Q i 

Cela post, en raisdnnant comme dans le § VII, on prouvera que la 
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valeur nuiueriquc du rapport 


!\ l‘Q 
M ' 


doit res ter inferieuro a cello du rapport 

N 


pour toutes los valeurs dos variables .*•, y qui no verified! pas rune dos 
equations 


(18) 


M = <», N r~ o. 


Done, si l’on a, pour des valeurs do .» ot do y comprises outre eerlaines 
limites, 

0 8 , 

alors, dans toutes les racines do I’equation (i), la parlie rdolle ot lo 
coelficient de \J — i devront etre situes hors do cos limites, ou verifier 
l’une des equations (18). Ajoutonsquc l’uno des conditions (:») ou (19) 
sera necessairement remplie si Ton a 


(20) 


4 PQ 
* M 


* N 


>0. 


On pourrait encore joindre aux formules ( 5 ), (19) et (20) uno mul- 
titude d autres formules qui seraient egalcment propres a signaler, 
dans 1 equation (1), l’absence de certaines racines, ct quo l’on deeou- 
vriraita I’aide de considerations semblablcs it celles dont nous avons 
fait usage dans le § VI. Au reste, l’utilite de cos formules ddpendrait 
surtout de leur simplicity et, sous ce rapport, les conditions (5), 
(19) et ( 20) paraissent devoir 6tre employees de preference. 

Pour montrer une application des principes ci-dessus exposes, sup- 
posons que I’equation (1) coincide avec la suivante 


(21) 


C 3y/_i_ f g y/ 1 x + b y/ — 1 z ■+• c\J — 1 
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d, h, c, . . . designant. des constantcs reelles. On aura, clans cette hypo- 
these, 


(22) M — x, N — >\ 

De plus, les conditions (i3) donneront simplement 
(a 3 ) a> o, b> o, c> 0, 

et, par consequent, si les constantes a, b,c, ... sont toutes positives, 
l’equation ( 21 ) n’admettra pas de racines imaginaires. C’est ce qui 
aura lieu en particulier pour les equations 


(»4) 



z a \j — 1 
z — a\J — 1 

J + a y/— x z + b \' — 1 
- — a v/~i z — b \/ — 1 



z -+- b \t — 1 z + c y /— c 

z-bs /= 7 


qui peuvent s’ecrire comme il suit: 


( 35 ) 




_ («+ b)z 
~ z'—ab ’ 

(<3 + 6-hc) 3 8 — a&c 

z(z 1 — ab — ac — be) 


7 


Si l’on supposait, dans I’equation (i),/(s) = o, alors, cette equation 
etant r6<luite Si la forme 

(36) e z '/ rr =o, 

l’equation (4) donnerait <r 4! * = o, et, par consequent, 

(27) N = oo. 

Si cette dernifere ne peut etre vSrifiee que par des valeurs infinies des 
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variables a? etj, l*c<|iialioii (a(>) n’aura point <le racines tinics. C’est ce 
qui arrivcra si Ton proud pour Z line function enliere do 5, soil reelle, 
soit imaginaire. Ainsi, par example, los equations 

{38) O, C ! ~o, <i s *.r:o, 

que 1’on deduitdc la formula (a(>), on posant; sue.eessivement 

'l — z, Z= — Z=s-**/-T, 

sont du nombre de colies qui ne peuvcut etre verifiees par aucune va- 
leur finie reelle ou imaginaire do la variable s. 

Post, scriptum. — Apres avoir termini's las premiers paragraphic de 
I’ Article qu’on vient de lire, nous avons reconnu que, pour demontrer, 
commeon l’a fait plus haul (p. 3 >8 et 3%), la realite de (outcs las 

racines del’equation tangs *=as, dans le cas 0(1 l’on suppose i < r, 

il suffit de developper uno observation de M. Fourier. Kn oIRst, dans le 
Chapitre V de sa Theone de la chale.ur (p. 3(>6), ce geo metre indique 
la substitution do x 4- y <J— 1, au lieu de a, comma propre a consta- 
ter, dans le cas dont il s’agit, rabsence des racines imaginaires. Quant 
a l’id6e qu’a eue le meme geometre d’appliquer aux equations transcen- 
dantes des regies etablics pour Ies liquations algebriquos, die ilonnc 
naissance a plusieurs difficulfes dont rexamcn pourra fa ire quclque 
jour le sujet d’un autre Article. 



OSAGE 


DU 

CALCUL DES RESIDUS 

POUR DETERMINER LA SOMME DES FONCTIONS SEMBLABLGS 

DES RACINES D’UNE EQUATION ALGEBRIQUE OU TRANSCENDANTE. 


Supposons que Ton designe par x, y deux variables reelles, par 
s = x +y\J—i une variable imaginaire, et par f(s), F(s) deux fonc- 
tions quelconques de s. Soient de plus 

(0 Si, s a , . z m 

eelles des racines de l’equation 

(a) F(s) = o 


(Ians lesquellcs la partie reelle demeure comprise entre les limitesav 
X, et le coefficient de \j— i entre les limites y 0 , Y. On aura, en vertu 
des principes du calcul des residus, 


(3) 


Y r x f(») _ f(«o , £(jO , , f(gg) 

•r,^r.((F(-) )) “ F(s f ) + F'(sj) ^ F'(s m ) ’ 


Le second membre de l’equation (3) est evidemment la somme des 
fonctions semblables de plusieurs des racines de l’equation ( 2 ). Si l’on 
veut que les differents termes dont se compose cette somme se re- 
duisent aux valours particulieres de la fonction 9 ( 3 ) qui correspondent 
ii s = s„ s = s t , . . . , s = 3 m , il suffira de poser 

jrjjTj =?(*). f( s ) = ?(«)F'(s), 

OEuvres de C. — S. II, t. VI. 5 1 


( 4 ) 



402 


USAGE I)U CALC It L DES HKSIDCS, ETC. 
ou, plus generalcmcnt, 

(5) ■9(3)F / (s)-iJ,(s)F(a), 

+(=) Jfisignant unc fimction do , q„i „ vionno paa i„fi„ in 

on" trouvcra " ramb ''' * U "° U '' 8 = =- port. 

(6) ?( 3 i) + ?(-s) -h. . <p(j w ) ™ X r' U'( - ) 

•» C d'. ((K(a/)j’ 
et 

(7) ?(3 1 ) + 9(s,)-l-...-t-<p(3„ l )= X r V 2.( !)!•’'(-) -f(j)F(5) 

((Kitaj'))' 

Les formules (6} et (?) rttemlcnt an cas memo oi, IV, .nation b) 
de* racines dgales. Supposon, on offoc Inn ™d„™ = ‘ . 

ta "ST entre eUoH. ct dVsignons pan { Innrval, 

P(a >’ P(*), E<* «>(*) 

s’evanouiront pour 5 = (, et Ie rapport 

£g±OP(t + » 

KftTYj » 

* etant d6veloppe suivant les puissances ascendant** do s 1U n uonr 
premier termele produit * 1 

Done le r4sidu de la fonction 

iW («) 

*(*r' 

correspondant a la valeur «• — r 

auijuel on reduit la somme ’ ^ precisement 1(5 produit (£), 

?(*i) + <p(* l )-+-...-t~ ? (. 5|e ) 
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cn supposant s, = z 2 — . . . = s n . Le meme raisonnement est applicable 
a la formule (7). 

Si Ton admet que la serie (1) comprenne toutes les racines de l’e- 
quation (2), on pourra prendre 

x 0 — —<x>, X = oo, y 0 = — x, Y = oc; 

et les formules (6) et (7) deviendront respectivement 


( 8 ) 

( 9 ) 


9 (*l) ■+■ 9 (-«)+• ■ •+ 9 (-;«) = 


9 (*t) + 9 ( s s) ■+■••• + 9(-/») — 


l 

L 


9(*)F(s) 
((F(-))) ’ 


9(^)F(s)-»(*)F(a) 

((F(-))) 


11 importe d’observer que les equations (6), (7), (8), (9) peuvent etre 
en general presentees sous les formes 




(-))) 


0 0 


F (•=) 

x r Y ((9 WF(j)-4>(«)F(j))) 


*0 


F (-) 


(12) 9 (-,) + 9 (S,) +. . .+ 9 (*») = £, (( )) - 

?W + 9W^-^9^=^(( yWr( V Wa )) 

r((*(*)F'(*)-«Ks)F(«))) 
“<> T(i) 

Ajoutons que, si le rdsidu de la fonction 


00 )) 


(•3) 


04 ) 

ou celui de la fonction 
(i5) 


r F (i) 
’’ F (i) 
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correspondant a une valeur nulle do c, so rod ait a uno constant do- 

terminec, on tirera des formulas (12) ou (i3), combiners aver lYqua- 
tion (6) de la page 170, 

?(-) F'(-i) 

-/») — /-Ar W . ... r !* W J d''(.*) ji 

0 / 1 \ <:• 1,', .. > 


(( = a ))K(~j 


!•'(-) 


(16) <? (-l)-h 9 (c s ) + 9 (; /h )_^ 

OU 


( 17 ) 


?(««) + 9 (*) + ••• + 9 (a, ,„)■ 




° F(s) 


Les Equations prteMente se s i,npl iflont , lans p , usi(!nrs „ 
b °" d indiqunr. Aids,, pwaxenple, lorsquo la fonclion 


(r8) 

OU 

( 19 ) 




?(*)F , (a) — if((3) F(a), 


— r :'r t pom ' ,outes •<* «** 

ginaues de s, on tire des equations (10) ou (r r) 

( 2 °) 9(*i) + 9 (s») + • ■ . + 9 (s m )~ V //?_(- )J'(3)\\ 

•-sA\ F(-7~y; 

OU 

(20 9(-.)+9(5,) + ... + 9(3 m )= V 

Jr * \\ F(3) ‘ 

des equations ( 12 ) ou (i3) 

(aa) 9(3,) +9(5^ + . .. + 9 (s TO ) = ^^ 9 (f)£(£)\\ 

All ^ ' ' 


(23) 9(*,) + 9(* 1 ) + ... 


+ 9 (+„) = £ 
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enfin dcs equations (i6)ou (17) 


(r? 4 ) y (-i) ■+■ 9( s s) ■+■ • • • 4 - y (•;,„) = y 


y(i) F'^ 


(;?5) if(-i) + 9 (-^2) -H . . . H- <p ( z ni ) — f - A 1 L \ZL \£ L ^ z t 

((-*)) f(z) 

De meme encore, si lc produit de la variable 5 par la fonction 


ou par 


?(~)F'(s) 
F (-) ’ 


F(sj ’ 


s evanouit pour des valeurs infinies reelles ou imaginaires de 5, le re- 
sidu integral de cette fonction s’evanouira, et Ton tirera des for- 
mules (12) ou (i 3 ) 

(a8) y ( 3l ) + y (a,) + + y (a,) = - » 


( 29 ) y ( S t ) + y ( a, ) + . . . + y (a,) = - £ W ^ s ] ~ t y 1 ( • S 1 » . 

Si les deux functions F'(a) et ip(s) conservent des valeurs finies, pour 
des valeurs quelconqucs de a, on aura evidemment 

T <(, 9 ( ») F' (a))) _ f F(f) . ... r ,, j,, « _ f (( + (-') F(a) )) 
t-' F(a) ^ pjjjj -°> 

et par suite l’equation (28) ou liquation (29) donnera 

( 3 0) y(-i) + y(s s ) -+- . . . -+- y(*m) = — £ ((?(*) ))• 


Concevons maintenant que, dans les formules (24) et (20), on pose 
(3j) y (*)=*», 
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«6tant un nombre entier quelconque. Los premiers membres de ces 
formules se reduiront tx la somme des » Bn,w puissances des raoines de 
I’equation ( 2 ) ; et, si Ton designe par 

( 32 ) *+•■••■+■ z '!n 


la somme dont il s’agit, on trouvera 



Les equations (33) et (34 ) supposent : i° que la fonction 


(3S) 




ou 

(36) F'(*)-^F(a), 

conserve une valeur finie, pour toutes les valeurs fmies reelles ou 
imaginaires dez; 2 0 que le residu de la fonction 

(87) 

ou celui de 
(38) 

correspondant k une valeur nulle de s, se reduit a une constante d6- 
terminee. Admettons d’ailleurs que la fraction 
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obtienne, pour une valeur nulle de s, une valeur finie a. La difference 



s’evanouira pour s = o, et, si Ton fait 



on tirera de liquation (33) 


(4 ' } Sn ~£(( S n+l )) + £ (( i )) ~ £ (( zn )) J 

puis, en reraettant, aulieu de Z, sa valeur tiree de la formule (4o), 
savoir 



on trouvera defmitivement 



On arriverait au mSme resultat en remplagant, dans la formule (34), 
la fonction ip(s) par le produit az n ~ K . 

Lorsquo la fonction Z conserve une valeur finie pours = o, alors, 
en designant par e une quantite infiniment petite, et ayant egard a 1’e- 
quation (3o) de la page 2,9, on tire de la formule (43) 

. ‘'•‘[•“KOI 

^ s *—~ 1 . 2 . 3 . ..(n — i) dt n 

Concevons encore que, dans la formule (3o), on pose <p(s) = — • 
Le premier membre ofFrira la somme des racines de liquation (2), 
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elevees cliacune a la puissance du dcgre — /<; cl, si l’on design© par 

( 45 ) — -7" + * + ... + a** 


la sorarac dont il s’agit, on trouvera 


(46) 


S~„ = - 


r *'(*) 


ou, ce qui revient au mbme, 

rflF(s) i 

^ S ~ n ~ <t dz ' ((z n )) ' 


Ces dernieres formules supposent : i° quo la function F'(s) conserve 
une valeur finie pour toutes les valours finios radios ou imaginaircs 
de la variable s; 2° que la fraction 


(48) 


F'(s) 

3»F(3) 


s’evanouit pour des valeurs infmies reelles ou imaginaircs de la memo 
variable. 

Lorsque la fonction 


(49) 


F'(3) _rflF(s) 
F(s) “ dz 


conserve une valeur fmie pour 5 = 0, alors, en designant par e une 
quantite infiniment petite, et ayant egard a I’equation ( 3 o) de la 
page 29, on tire de la formule (47) 


(5o) 


' 1 (i MF(i) _ 

1.2. 3 . ..(a — 1 ) dz' 1 


Pour rendre plus sensible Futility des formules que nous venons 
d’btablir, nous allons les appliquer a quelques exemples. 

Supposons d’abord que F(s) se reduise k une fonction entibre dn 
degre m, et que l’on ait 


(5i) ■ F(s) = s*+«,s*- , + o,s»-‘+, + a w 

dbsignant des coefficients r 4 els ou imaginaires. La 
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constante representee par a, dans la formule (44), ou la valeur que 
prendra la fraction 



pour 5 — o, se reduira evidemment au nombre wa; et l’on aura par 
suite 

(5a) s a F =- m F i “H o>\Z ■+- . . .-+- a m s m . 

Done, si l’on ddsigne par^ la somme des n iimes puissances des racines 
de l’equation algebrique 

( a 3) S m -+• -+- a 2 3 m-s + . . . + G/n—l 3 + O nl — 0, 

on aura, en vertu de la formule (44). 

(.,4) — 

En d’autres termes, la somme s n sera le coefficient de z n dans le deve- 
loppementdu produit 

(55) — /( l(n- +a i s i + ...+ a m z m ). 

D’ailleurs, on trouvera generalement 

I 1 ( i -+- U[ s -+- . . . h- a m s m ) 

1 J — Cli 3 — ^2 3^ ■+■ ... H“ Ct/nZ m — “ 3 H- Ct% Z“ H— . . . -f- (t/H Z m ) 2 

^ ^ | -4- ^ (®[3 4* flSj3 S + . • • + Mm*" 1 )* •• 

I _ tlll!( ai 34- a r23S+...-Ha,„3'«)' t +...; 

et, si l’on designe par p, q, t, N des nombres entiers inferieurs 
a n, le coefficient de z n dans le developpement da produit 

(57) * — (ct>i Z H“ • • • + ^/n s?w ) N 


OF.uvrcs de C. — S. II, t. VI. 


5a 
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sera la somme des expressions do la Ibrnio 


(58) 


(-I)N 


1.9.8...N 


n (1.2.3.. .jj)( i.ji. ;7 )“;(iT«:' 3 . . ./.) 


qui correspondent a des valours de /;, y, t propres a verifier les 
deux conditions 


(%) l>+q+...+ l = ti, 

( 6o ) p -+- 2<y -+- . . . ■+. ml — «. 

Cela pose, on aura 6videmment 


(6t) 



(— i)WM-i 1 .2.3. . . (/> ■+. y 4- . . .4 <) 

p+f/+...+e ( i . 2 .3 . . . />) ( r. o . r. y ) . . . ( 7 . 2 jj :;■/) 






le signe 2 indiquant une somme de tcrmos semblables a eelui qui est 
renferme entre les crochets, et devant s’etendre a lous les syslemes 

de valeurs dop, q t qui verifient la condition (Go). L’6q tuition (Gr) 

etait deja connue. Si Ton y pose succcssivcment n — 1 , n = 2 , 
n — 3, . . . , on trouvera 


(62) i,_— a„ s a = 0*-2« a , *,=— + 3«„, 

Concevons maintenant que 1’on demande la valeur de la sonnne 


(63) 


1 + 2« ’ 


J , I , I 
3" + 4“ + ’ 


n ® tant un nombre P air quelconque; il suffira 6videmment de chcrchor 
la demi-somme des racines de liquation 

sinirj = o, 

elevees chacune k la puissance du degre - n, en ayant soin toutefois 

d exclure laracine 5 = 0 , ce que l’on fera en rempla<?ant liquation (G4) 
par la suivante : 

(65) . si££5__ 
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Cela pose, on aura, en vertu de la formule (5o), 

X I I 

1 ~ t ” a® + 3 ra ~ 1- *" ‘ " 

I I 

. _ 2 £__ 2 T£ 

1.2.3. ..(/i — I) ffe" 1.2.3.. .(«—!) tfg« ’ 


ou, ce qui revient au mSme, 


(6«) 



d« 1 


sins 


x.2.3 (n — i) ck n 


En d’autres termes, la somme dont on demande la valeur sera le coef- 
ficient de s" dans le developpement du produit 


(67) 



en serie ordonnee suivant 1-es puissances ascendantes de 5. Commc on 
aura d’ailleurs 


( 68 ) 


i!!£f =i(i_ 

1 -s , 1 

1.2.3 1. 2. 3. 4-5 


f I , I , 

__ | 

,1.2.3'' 1. a. 3. 4-5" 

l i 

1 -2 1 -4 | 

1 2 

^1.2.3' 1.2.3.4.5 

1 V 

' 1 -* 1 -4, 

3\ 

^1.2.3 1. 2. 3. 4. 5 

-It 

f 1 1 .. -4 , 

n ' 

^1.2.3’' 1. 2. 3. 4. 5 


on trouvera, par des raisonnements semblables a ceuxdont nousavons 
fait usage pour etablir la formule (61), 


1 1 

,4 X + 3* 


4“ 


(69)' 


->S[ 


1.2.3 ...(/> + y+/* +...) 


p +1 


+ ... (r.2.3.../>)(i.2.3...gr)(i.2.3...r)... 

*(7X3) (~ I.2.3.'p) C.2.3.4.5.6.7) 
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le signc 2 indiquant unc somme do tonnes semblabios a eelui qui est 
rcnfermd entre les crochets, ot (levant s’lHendre a tous les sys Unties 
de valeurs entiercs, nulles on positives, do />, t/, r, ..., qui veritient 
la condition 


(7°) 


ii p l\ tjf -4- () /' li • 


Si l’on pose successivement n— a, n = f\, n 
la forntule ( 69 ) 


on lirera de 


11 71 * ( atr* 

I + 4 + — <f ~7>T.T 


(70 


i+2 . i s+ .j 5+ . 


7 T 

9<> 

r« 






*3i> 1 ‘ 


ii _ 7T U _ i 

1 4 3 <)* ^ ' ()/|f) /j '.4 1 . u . ii . . ft . (> 


Dans ces dernicrcs equations, ••• soul co qu’on appelleles 

nombres de Bernoulli. Si Ton designe par A a , A,, A#, ... cos memos 
nombres, la valeur de A„, deduitc des calculs qui precedent, so pre- 
senter sous la forme que M. Libri lui a donn 6 c, savoir, 


(7 2 ) 


1 sins 
d tl \ 

. n s 

n( 1.2.3. ..n) 
a*' 


S[ 


1 .a. 3. . . (/>•+■ </ + r . 0 


p -+-(]■+- r (i. 9.3.../>) (i.».3...<y) (i.a.3.. ./•)... 

x (iXl) (~ 1.9.34.5) (1. a, 3. 4. 5.C7) ■’’]■ 


Concevons encore que l’on demande la somme des racines de 1*6- 
quation 


(73) 


tangs = e, 


elev&es chacune a la puissance du degr 6 — n, en ayant soin toutefois 
d’exclure la racine % = o. Comme, pour op 6 rer cette exclusion, il suf- 



USAGE DU CALCUL DES RESIDES, ETC. 
fira de remplacer I’equation (73) par la suivante 

sins — scoss 


5.13 


(74) 


= 0, 


il est clair qu’on devra chercher la valeur de que determine la for- 
mule (5o), lorsqu’on pose dans cette formule 


F(S): 


sins — scoss 


On trouvera ainsi, pour la valeur de la somme demandee, 

, sins — s coss 


d*r- 


( 75 ) 


S — n — “ 


1.2.3... (n — 1 ) 


ds n 


En d’autres termes, cette somme sera le coefficient de s n dans le deve- 
loppcment du produit 

. sins — scoss 


(76) 

On aura d’ailleurs 


n 1- 


s 3 


(77) 


sms — s coss 

Is 


— (JL _ 

1 "l ( 1 - 

\l.2 

i. 2 . 3 y \i. 2 . 3.4 i. 

I l 

s* 1 ** 

3 5 

1.2.3 7 1 . 2. 3 .4.S 


ot par suite 

.sins — s cos: 


r 


(78) 


:1 (s)“ 3 (5 

I ± t V 

2 \5 1.2.3 7 1. 2. 3 . 4. 5 / 

3 3 (1 *« 1 a* V 

3 \5 i. 2.3 7 x.2. 3. 4-5 ) 


puis on en conclura, par des raisonnements pareils k ceux dont nous 
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avons fait usage pour etablir la formula ((h), 

/ _ vi f 3ww- i .s.3. . . {[> i- 1 / i - /•...) 

P + ~t + ~ • • (i~a~ ‘/QO • •'/>(< 

78 ( '"I- 

lesigne indiquant une sonune do tenues seniblablos a eelui qui ost 
renferme entre les crochets, et relatils aux divers syslemos do. valours 
entifercs, nullcs ou positives, do />, <y, <{ui veriiienl la condition 

(8o) 2 p + (\ q 4- ()/• 4- . . . • n . 

Si, pour fixer les idees, on prend suceessivement n a. n — !\ , 
n = G, .... on tirera do liquation (yg) 


(8i) s-i=g, 

ou, ce qui revient au memo, 


( 82 ) s„ s =’, 




a 

H 3 .r, :i .y’ * 8 :K5».7 ‘.u' 


a . :ty 

7875* ,s K “ rioitiHjiV 


D’ailleurs, nous avons rcconnu (p. 358) quo les rarities do liqua- 
tion ( 73 ) sont toutes reel les, mais deux a deux egales et do signes con- 
traires. Done, si Ton d 6 signe par a, (3, y, ... les racinos positives do 
cette equation, les racines negatives seront representees par — a, — (it, 
— y, . . . , et Ton aura generalement 


(83) 


f I T I I 

S -*« — 2 + yin 4- ... | , 


on sorte que les equations ( 82 ) se reduiront aux suivantes : 


( 84 ) 


-L + JL + I 4 . 

a* ^ ( 3 * ^ y* 

_ 1 

II X 

T 

a 4 + ( 3 4 ^ 

■• == 5 ^’ 

i t r 

T 


7875’' 


_ 87 

6 o 6375 o’ 
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. Si l’on voulait tirer directement des formules ( 84 ) les valeurs de a, 

T> • • * * N suffirait d’observer que, pour des valeurs croissantes de n, 
le rapport 


2rt— ! 


2«-2 


converge vers la limite a 4 , le rapport 


1 \ in + 3 

vers la limite (l 4 , .... On en conclurait que la racine a coincide avec 
la limite vers laquelle convergent les termes de la serie 

(85) s/ 35 = 5, 9 ..., v/aaTS = 4>7- • •, y // ^=4,5... J .... 

C’est cffectivement ce qui arrive, et Ton doit meme observer que le 
troisieme terme de la serie (85) fournit deja une valeur tres approchee 
de la racine a, dont la valeur exacte, calculee avec sept decimates, est 
4,49^41 iB. . . ( voir la page 356). On obtiendrait avec la meme facilite 
les valeurs approchees de (3, y, .... 

Supposons enfin que, la lettre a designant une quantite reelle, on 
dcmandc la somme a laquelle on parviendrait en ajoutant les racines 
de liquation 

(86) tang 3 = as, 

elevees chacunc a la puissance du degr 6 — n, et en excluant toujours 
la racine z = o. II suffira evidemment de remplacer I’equation ( 86 ) 
par la suivante 

, a . sins — ascoss 

(87) =0, 

et de chercher la valeur de s_ n que determine la formule (5o), lorsqu’on 
pose dans cette formule 


( 88 ) 


F(s) = 


sins — as coss 
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On trouvera ainsi, pour la valour do la sommo domundcc, 

„ , sin 5 as ms s 
tf" 1 

r e 

(89) - 


1 .».3. . . (// — 1 ) 


t/s' 1 


En d’autres term os, cotlc sommo sora lo coefficient do s' 1 dans lo dovo- 
loppement du produit 

. sin 5 — az cos 5 

( 90 ) 

On aura d’ailleurs 
sins — as cos 

\ 

(90 

et par suite 

^ sins— ascoss 




(92) 


1 __ a \~i 


1 


" \ 

-V ^ 

a.it 1 .»/ 



1 •m.IM/ 


\ -S 

- n )r.y { ~ 

(s 

-)t 

Vtt.3 


1 V 

T 8 a — 1 

5 * 

lit/ 

..... r 

_ 

+.-1 

1. »(«-.) 

1 

5 (t/ • 

•«) 

1 7 \ 

if 8tf “ 1 

5 s 

r>//- 

-- 1 


"IS 

* 4 “ •** I 

» — «) 

r .1* 

5 (//^ 

~o 

i .03 


1 r iff — 1 


fl// - 

-- 1 

s* _ 

"13 

- 1 - 1 

3 1 3 (a — 1 ) 

1 

f> (a - 

r o 

1 

T * * * 1 


(93) 


1. a. . . (/> + q ■+■ /*. . .) I" !i« - 1 1 *|o 

... (i.a.../))(i,a..r</)(r.V..rr)... 7) i.aj 


puis on en conclura 

s _ B=/l yj — l_ 

£i\p + q + r 

|~ 5 a— i i_ *J?|'7« — 1 1 "| r _ 

L 5 (a — i) 1.8.3.4J L 7 («-“ 1 ) T . /| . r> . G I 

le signe 2 indiquant une somme de termes scmblaldes ii oolui qui est 
renferme entre les accolades, et rclatifs aux divers systomos dc valours 
entieres, nullesou positives, de p 9 q,r, ... qui vdrifient 1’equalion 

(80) ip 4- l±q -+. 6r + . . .= n. 

Si, pour fixer les id6es, on prend successivement n = 2 , «== 4. 
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/i—G, on tirera de l’equation (93) 




a 3 (a — 1 ) 


■i-i 

S -Q 


1 f 3a — [ ~ 1 2 i 5a — 1 

“a|_3(a — i)J 6 5(a — i)’ 

- 1 f T 1 3a — 1 5 a-i 

4[.3(a-i)J 16 3 (a — 1 ) 5 ^-f) 


i 7 a — 1 
120 7 


I) ailleurs, nous avons reconnu (p. 358) que les racines de I’equa- 
tion (86) sont toutes reelles, mais deux a deux egales et de signes 
eonlraires, lorsque la constante a cst negative ou bien positive, mais 
superieurc a 1 unite. Done alors, si Ton designepar a, f}, y, ... les ra- 
dioes positives de cette equation, les racines negatives seront repre- 
sentees par a, p, — y, .. ., et les formules (94) donneront 


(<)">) 


J_ . J_ , ' _ * 3a — 1 

» 4 (3* h f- + 2 3(a — 1 ) ’ 

J_ _i_ J_ a. JL _i_ r 3 a — 1 ~| 3 i 3 a — 1 

' P v ~V 4 l_3(a — 1 ) J la 5 (a — i)’ 

_1 _l_ J_ _i_ ± i f 3a — i ~ 1 » i 3a — x 5a-i 1 7 a — 1 

a ° P" '/ e 8|_3(a — i)J 3a 3(a — 1 ) 0 (a — 1 ) 24 <> 7 (a — i)’ 


Si Ton supposait en particulier a = 2, a, [3, y, . . . seraient les racines 
positives de l’equation 

(9 6 ) 1ang5 = 2s, 

et Ton tirerait dcs formules (g5) 

1 1 r 5 

a* " H ( 3 s + y 1 + 6’ 

_£. i, _L. —k 

(97) l 3 * y* *" 9o’ 

1 ,± , 15619 

| a® ( 3 ® y® " 3 o24o’ 

.33 


OEitvrcs de C. — S. it, 1. VI. 
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Si la constante a otait positive, rnais inferieure a l’unitt.*, aloes 1 equa- 
tion (80) admettrait deux raeines imaginaires do la Tonne 

(98) 5 ~ £ \J — ' ?V ' *’ 

la quantity reelle £ olant delerimncso pat 1 la lbrmnle 

* f 

<“» — e ”• 


(99) 




■~a\ 


et Ton trouverait, en dosignant toujours par* a, {S, y, 
reellcs et positives de la proposer 1 , 


l('s raeines 


(ioo) 


I I 

I 

-J— *— r • * 

y 1 

I 

I 

3«~ 
i i(n- 

- 1 

-V)’ 



I l 

JP+P* 

+ i + 

1 

r 



s 1 5 a - — i 


7 1 • ■ 

y % 

1 * 

4 

_ 3 (a ■ 

-.1! 

" 1 :i ?»(«■— 1 )’ 


I I 

1 , 

I 

1 

[’ 3 a 

— r 

13 1 3 tf — 1 

r»« 

(5* 

y 8 


8 

L ; H« 

-«). 

I ~lh ! S’(ff — ij 

5(« 


r — i 


«) Vi<> 7(tf •- «)’ 


Si rt etait renferme ontre les limites i et la premie* re des Tor- 

mules (ioo) aurait pour second mombroune quantity negative, et Ton 
tirerait de cette formule 

t»0 ■ 

On obtiendrait ainsi une limite superieure de la quantity quo Ton 
peut, au restc, d&luire facilement de I’equation (<)<)), attcndu quo In 
premier membre de Cette equation rUcroit sans cesse, on passant de 
Tunit6 k zkro, tandis que Ton fait varier £ depuis £ = o jusqu’a X, = «. 

Lesformules (6), (7), (8) et (9), dont les calculs que nous venons 
de faire indiquent suffisamment les nombreuses applications, sup- 
posent que la suite 

(0 I 9 • • * 9 ”* nl 

renferme toutes les raeines de Tequation ( 2 ), ou du moins toutes celles 
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dans Icsquelles la partie reelle demeuro comprise entre les limites ar 0 , 
X, et lc coefficient de ^ — t entre les limites y g , Y. Si l’on designait, 
au contraire, par s,, . . . , s m les racines que 1’on peut deduire de la 

formula 


(ioa) z=zu + v\J— i, 

en'prenant pour u, v deux fonctions reelles donnees des variables a;, 
y, ct attribuant a ces variables des valeurs respectivement comprises 
entre les limites a? = a? 0 , aj = X, y = y», y = Y; alors, en adoptant 
les notations que nous avons deja employees (pages 267 et suivantes), 
on obtiendrait, a la place des Equations (6) et (7), d’autres equations 
du mcmc genre, mais dont les seconds membres seraient des r6sidus 
exprimes a 1’aitlc des notations dont il s’agit. On trouvorait effective- 
men t 


(io3) 


9(~i) ■+■?(*»)+■ • •*+•?(*») 


_* =x r y=Y iMIlifj 
= Xo ((F (-’))) 


( ■= = ft -I- 4/—^ ) , 


et 


(io4) y(a t ) + 9 (sO-K • • + <pfo«) = ^ — “ + ,, V— *)> 


la function ^(s) etant toujours assujettie a la seule condition de con- 
server une valeur finie, tandis que la variable z recevrait une des va- 
leurs 5,, s m . Dememe, si les racines de 1’equation (1), designees 

par s,, s.j s m , etaient precisement celles que 1’on peut deduire de 

la formule 

** 

(io5) 5 = r(cos^ + v /:r isini>), 


en attribuant aux variables retp des valeurs respectivement comprises 
entre les quantites positives r = r g , r== R, et les quantity positives 
ou negatives/? =/)#, /> = P» on aurait , 


. r - R c>p— p tp(j)F'{ 5 ) 

, ('06) 9(3,) •+• ?(*,) + • • • + ?(-«.) = r=r< 6 . ?=j)# ((Fts)jj* ’ 


[s = r(cosp-h\/— * 
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ou, plus simplomont, on laisanl usatfo do la notation otablio pa K o a .)8, 

( '.°7 ) 9(-i) ~t~ ?(-a) l-9(3 m )-: ,Kl r"’ 1 F '< 

!'•.) C '(/'.' U **' C - ) > » ’ 

et 1’on trouverait encoro 

(io8) 9(5,) -I- 9 ( 5 ,) -f-... -1-9(5*) . "" r" M ,,v ( 0 1 * I't's) K{ 5 ) 

((Ei 5 m 


Ainsi, par cxomplc, si la suilos,, 5j 5 ,„ ronformo soulomont los 

racuies dont Ie modulo est inloriour a Punitd, on aura 


( I0 9 ) ?( s i) + 9 ( 3 *)+.-.-h 9 ( 5 / „) = "'r ... 

<») C 'V*i (( F ( 5 ) )i 


9(3)E'(5) 


ct 


(no) 9(=i) + 9 (-») H-. . .-(- 9 ( 5 ,,,) r m> ?(*}.?<') ■'W=)F(^ 

•oi^t-w ((K(a))) 

Lorsque la fonction 

(,8) ?(a)K'(s), 

ou 


(' 9 ) 


9 ( 5 )F'( 5 )_^( 5 )P(-) t 


„ “ mo pour toul “ * .. i,„»- 

r Z\t f “ T asp0ar Mllcs ,l0 " 1 '» '“"''"I” ..t i«Kri.uri, 

d " uiros ' *- h..u« L LL v l!Z:i 

renterment los deux tomes de cliacuno ,les fractions 

~ FUj ?(3)F ' f a \~ + (_f)F ( = ) 

*■— ^ - (”<» 

(III) ?( “ l)4 '?( s *)+--- + 9(5 //t )- l,1 r ( " 1 // 9(g)F'(g) \\ 

F(5) jJ’ 

(..S) ? (a,)t-»K)+... +f(s , )= '-y- / awrw -tMtM'' 

(o»M-icj\\ F( S y JJ- 
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On a vu dans cet Article combien il est facile de calculer, a I’aide 
du signe £ , la somme des fonctions semblables de plusieurs racines 
d’une Equation algebrique ou transcendante. Cette somme etant une 
fois exprimee en rdsidus, on pout aisement transformer son expression 
cn integrates dcfmies, ou la developper en serie. En effet, poury par- 
venir, il suffit, dans un grand nombre de cas, de combiner les for- 
mules qui precedent avec les equations que nous avons prec^demment 
obtenues ( voir les deux Articles qui s’etendent de la page 124 a la 
page « 4 .) ct de la page 256 a la page 285), ou de developper en series 
convergentos les fonctions renfermees sous le signe £ . Ainsi, par 
example, en combinant la formulc (1 ii) avec la formule ( 65 ) de la 
page 260, on trouvera 


(n 3) 


<p(-i) ■+■ ?(-») +• • ■ + ?( 5 /«) — 



<?(e»^)F'{eP'R) 
Y[eP<~) l ~ 


L’equation (u 3 ) suppose : i° que la suite s x , s a , z m renferme seu- 
lonieut celles des racines do 1’equation (2) dont le module est compris 
entre les limites o, 1; 2 0 que le produit f(s)F(s) conserve une valeur 
tinie pour les valeurs finies reelles ou imaginaires de s, ou du moins 
pour cellos dont le module cstinferieur a 1’unite. 

Les formules analogues a l’equation (1 13 ), et celles que 1 ’on deduit 
des equations (6), (7), (8), etc., par le developpement des fonctions 
en series, m6ritont d’etre remarquees, et nous fourniront le sujet de 
quelquos nouveaux Articles. 
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